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На обложке изображен Пол Эдвард Стемец (1955), амери-
канский миколог и предприниматель, продающий различные 
грибные продукты. Он пропагандирует использование лекар-
ственных грибов в медицине и микоремедиацию.

Стемец родился в Салеме, штат Огайо. Вырос в Колумбии. 
Он окончил колледж вечнозелёного штата в Олимпии, штат Ва-
шингтон, со степенью бакалавра в 1979 году.

Пол Стемец утверждает, что интерес к микологии ему привил 
брат Джон. Сам он изучать микологию начал, будучи студентом. 
Не имея академической подготовки выше степени бакалавра, он 
начал свою карьеру в лесу в качестве лесоруба и в основном за-
нимался самообразованием в области микологии. Стемец внёс 
огромный вклад в её развитие и достиг признания в научном 
мире. Он является автором более двух десятков книг о грибах, 
а также сотен научных статей. При этом Пол еще и активный 
защитник грибов. Он считает, что грибы могут играть важную 
роль в решении многих проблем, с которыми сталкивается че-
ловечество. Например, грибы могут помочь очистить загряз-
ненную почву и воду, а также их можно использовать для произ-
водства лекарств и других полезных продуктов.

Пол Стемец описал более 100 новых видов грибов; разра-
ботал методы выращивания грибов в лабораторных условиях; 
доказал, что грибы могут играть важную роль в медицине.

Он основал компанию Fungi Perfecti, которая является одним 
из крупнейших производителей грибных продуктов в мире.

Пол Стемец посвятил свою жизнь изучению этих удиви-
тельных организмов и их пользы для человека.

Один из его детей от первого брака назван в честь галлюци-
ногенного гриба.

За свою деятельность Пол Стемец получил награду Invention 
Ambassador (2014–2015) от Американской ассоциации содей-
ствия развитию науки (AAAS).

В 2017 году в эфире «Си-Би-Эс» вышел научно-фантастиче-
ский телевизионный сериал «Звёздный путь: Дискавери», в ко-
тором один из персонажей носит имя Стемец. Также Стемец 
является героем документального фильма «Фантастические 
грибы» 2019 года.

Информацию собрала ответственный редактор  
Екатерина Осянина
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М АТ Е М АТ И К А

Введение эллиптических координат
Оразгулыев Амангулы, кандидат физико-математических наук, старший преподаватель;

Алламурадова Мерджен Кеминеевна, преподаватель
Туркменский государственный университет имени Махтумкули (г. Ашхабад, Туркменистан)

Задачи о дифракции волн упругих телах, содержащих дефекты, представляют значительный интерес. В данной статье описан 
метод, связанный с применением аппарата специальных функций Матье и она является продолжением работы [1, с. 121]. Он 

применим для широкого класса задач, в которых можно считать, что дефект имеет эллиптическую форму.

Рис. 1. Семейство координатных линий 𝜉𝜉, 𝜂𝜂 

Как известно, цилиндрические эллиптические координаты вводятся с помощью соотношений 
𝑥𝑥𝑥𝑥 = ℎ ∙ ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ,𝑦𝑦𝑦𝑦 = ℎ ∙ sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂  (1) 
Координаты линиями 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 является софокусные эллипсы и гиперболы, уравнения которых 

в декартовых координатах имеют вид (рис. 1): 
𝑥𝑥𝑥𝑥2

ℎ2ch2𝜉𝜉𝜉𝜉
+

𝑦𝑦𝑦𝑦2

ℎ2sh2𝜉𝜉𝜉𝜉
= 1,

𝑥𝑥𝑥𝑥2

ℎ2ch2𝜉𝜉𝜉𝜉
+

𝑦𝑦𝑦𝑦2

ℎ2sh2𝜉𝜉𝜉𝜉
= 1 

 

Рис. 1. Семейство координатных линий 𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜂𝜂 

 

Параметр ℎ, в принципе, может быть произвольным, однако его целесообразно выбрать равным половине расстоя-
ния между фокусами эллипса 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Тогда эллипс 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω включается в однопараметрическое семейство координатных ли-
ний 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. Нетрудно убедиться, что на кривой 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω эллиптическая координата 𝜉𝜉𝜉𝜉 принимает значение 

𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0 =
1
2

ln
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏

 

Таким образом, эллипс Ω𝑖𝑖𝑖𝑖  при отображении (1) переходит в прямоугольник 0 < 𝜉𝜉𝜉𝜉 < 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋 (2) 

Отметим предельные случаи: если 𝑏𝑏𝑏𝑏 → 𝑎𝑎𝑎𝑎, то указанный прямоугольник переходит в полуполосу 0 < 𝜉𝜉𝜉𝜉 < ∞, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 <
2𝜋𝜋𝜋𝜋. Если же 𝑏𝑏𝑏𝑏 → 0, то указанный прямоугольник вырождается в отрезок 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. Преобразуем 
к эллиптическим координатам уравнения Гельмгольца, пользуясь [2, с. 211]. 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘1

(𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘1

(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0, (3) 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 0. 

Преобразуем к эллиптическом координатам известные потенциалы 𝜑𝜑𝜑𝜑0,𝜓𝜓𝜓𝜓0 и представим их в виде 

𝜑𝜑𝜑𝜑0 = 𝛷𝛷𝛷𝛷0 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝜓𝜓𝜓𝜓0 = 𝛹𝛹𝛹𝛹0 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 
Здесь 𝛷𝛷𝛷𝛷0 и 𝛹𝛹𝛹𝛹0 имеют вид 

𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙) ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃�� ,𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙) ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃��. 

Функции 𝛷𝛷𝛷𝛷0(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦) и 𝛹𝛹𝛹𝛹0(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦) представляют собой решения уравнения Гельмгольца 

𝛥𝛥𝛥𝛥𝛷𝛷𝛷𝛷0 + �𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙)�

2
∙ 𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 0,𝛥𝛥𝛥𝛥𝛹𝛹𝛹𝛹0 + �𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙)�
2
∙ 𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 0. 

Согласно (1) получаем 

𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ[ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ cos 𝜃𝜃𝜃𝜃 + sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃]� , (4) 

𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘2
(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ[ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃]� . 

Перейдем к формулировке граничных условий, вытекающих из (2). Введем в рассмотрение ковариантные компо-
нента ℧𝜉𝜉𝜉𝜉  и ℧𝜂𝜂𝜂𝜂  вектора перемещений ℧��⃗  в криволинейной системе координат 𝑥𝑥𝑥𝑥1 = 𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝑥𝑥𝑥𝑥2 = 𝜂𝜂𝜂𝜂, 𝑥𝑥𝑥𝑥3 = 𝑧𝑧𝑧𝑧. Если ℧��⃗ = grad𝜑𝜑𝜑𝜑�⃗ +
rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ , то эти величины определяются следующим образом: 

℧𝜉𝜉𝜉𝜉 = (grad𝜑𝜑𝜑𝜑)𝜉𝜉𝜉𝜉 + �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

+ �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

, 

℧𝜂𝜂𝜂𝜂 = (grad𝜑𝜑𝜑𝜑)𝜂𝜂𝜂𝜂 + �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

+ �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

, 

Контрвариантные компоненты �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉
 и �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �

𝜂𝜂𝜂𝜂
 вектора rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗  равны [3, стр. 91]: 

�rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

=
1

�𝑔𝑔𝑔𝑔
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

=
1

�𝑔𝑔𝑔𝑔
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝑙𝑙𝑙𝑙

= 0. 

Как известно, цилиндрические эллиптические координаты вводятся с помощью соотношений 
𝑥𝑥𝑥𝑥 = ℎ ∙ ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ,𝑦𝑦𝑦𝑦 = ℎ ∙ sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂  (1) 
Координаты линиями 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 является софокусные эллипсы и гиперболы, уравнения которых 

в декартовых координатах имеют вид (рис. 1): 
𝑥𝑥𝑥𝑥2

ℎ2ch2𝜉𝜉𝜉𝜉
+

𝑦𝑦𝑦𝑦2

ℎ2sh2𝜉𝜉𝜉𝜉
= 1,

𝑥𝑥𝑥𝑥2

ℎ2ch2𝜉𝜉𝜉𝜉
+

𝑦𝑦𝑦𝑦2

ℎ2sh2𝜉𝜉𝜉𝜉
= 1 

 

Рис. 1. Семейство координатных линий 𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜂𝜂 

 

Параметр ℎ, в принципе, может быть произвольным, однако его целесообразно выбрать равным половине расстоя-
ния между фокусами эллипса 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Тогда эллипс 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω включается в однопараметрическое семейство координатных ли-
ний 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. Нетрудно убедиться, что на кривой 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω эллиптическая координата 𝜉𝜉𝜉𝜉 принимает значение 

𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0 =
1
2

ln
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏

 

Таким образом, эллипс Ω𝑖𝑖𝑖𝑖  при отображении (1) переходит в прямоугольник 0 < 𝜉𝜉𝜉𝜉 < 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋 (2) 

Отметим предельные случаи: если 𝑏𝑏𝑏𝑏 → 𝑎𝑎𝑎𝑎, то указанный прямоугольник переходит в полуполосу 0 < 𝜉𝜉𝜉𝜉 < ∞, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 <
2𝜋𝜋𝜋𝜋. Если же 𝑏𝑏𝑏𝑏 → 0, то указанный прямоугольник вырождается в отрезок 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. Преобразуем 
к эллиптическим координатам уравнения Гельмгольца, пользуясь [2, с. 211]. 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘1

(𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘1

(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0, (3) 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 0. 

Преобразуем к эллиптическом координатам известные потенциалы 𝜑𝜑𝜑𝜑0,𝜓𝜓𝜓𝜓0 и представим их в виде 

𝜑𝜑𝜑𝜑0 = 𝛷𝛷𝛷𝛷0 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝜓𝜓𝜓𝜓0 = 𝛹𝛹𝛹𝛹0 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 
Здесь 𝛷𝛷𝛷𝛷0 и 𝛹𝛹𝛹𝛹0 имеют вид 

𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙) ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃�� ,𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙) ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃��. 

Функции 𝛷𝛷𝛷𝛷0(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦) и 𝛹𝛹𝛹𝛹0(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦) представляют собой решения уравнения Гельмгольца 

𝛥𝛥𝛥𝛥𝛷𝛷𝛷𝛷0 + �𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙)�

2
∙ 𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 0,𝛥𝛥𝛥𝛥𝛹𝛹𝛹𝛹0 + �𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙)�
2
∙ 𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 0. 

Согласно (1) получаем 

𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ[ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ cos 𝜃𝜃𝜃𝜃 + sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃]� , (4) 

𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘2
(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ[ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃]� . 

Перейдем к формулировке граничных условий, вытекающих из (2). Введем в рассмотрение ковариантные компо-
нента ℧𝜉𝜉𝜉𝜉  и ℧𝜂𝜂𝜂𝜂  вектора перемещений ℧��⃗  в криволинейной системе координат 𝑥𝑥𝑥𝑥1 = 𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝑥𝑥𝑥𝑥2 = 𝜂𝜂𝜂𝜂, 𝑥𝑥𝑥𝑥3 = 𝑧𝑧𝑧𝑧. Если ℧��⃗ = grad𝜑𝜑𝜑𝜑�⃗ +
rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ , то эти величины определяются следующим образом: 

℧𝜉𝜉𝜉𝜉 = (grad𝜑𝜑𝜑𝜑)𝜉𝜉𝜉𝜉 + �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

+ �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

, 

℧𝜂𝜂𝜂𝜂 = (grad𝜑𝜑𝜑𝜑)𝜂𝜂𝜂𝜂 + �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

+ �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

, 

Контрвариантные компоненты �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉
 и �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �

𝜂𝜂𝜂𝜂
 вектора rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗  равны [3, стр. 91]: 

�rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

=
1

�𝑔𝑔𝑔𝑔
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

=
1

�𝑔𝑔𝑔𝑔
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝑙𝑙𝑙𝑙

= 0. 
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Как известно, цилиндрические эллиптические координаты вводятся с помощью соотношений 
𝑥𝑥𝑥𝑥 = ℎ ∙ ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ,𝑦𝑦𝑦𝑦 = ℎ ∙ sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂  (1) 
Координаты линиями 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 является софокусные эллипсы и гиперболы, уравнения которых 

в декартовых координатах имеют вид (рис. 1): 
𝑥𝑥𝑥𝑥2

ℎ2ch2𝜉𝜉𝜉𝜉
+

𝑦𝑦𝑦𝑦2

ℎ2sh2𝜉𝜉𝜉𝜉
= 1,

𝑥𝑥𝑥𝑥2

ℎ2ch2𝜉𝜉𝜉𝜉
+

𝑦𝑦𝑦𝑦2

ℎ2sh2𝜉𝜉𝜉𝜉
= 1 

 

Рис. 1. Семейство координатных линий 𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜂𝜂 

 

Параметр ℎ, в принципе, может быть произвольным, однако его целесообразно выбрать равным половине расстоя-
ния между фокусами эллипса 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Тогда эллипс 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω включается в однопараметрическое семейство координатных ли-
ний 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. Нетрудно убедиться, что на кривой 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω эллиптическая координата 𝜉𝜉𝜉𝜉 принимает значение 

𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0 =
1
2

ln
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏

 

Таким образом, эллипс Ω𝑖𝑖𝑖𝑖  при отображении (1) переходит в прямоугольник 0 < 𝜉𝜉𝜉𝜉 < 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋 (2) 

Отметим предельные случаи: если 𝑏𝑏𝑏𝑏 → 𝑎𝑎𝑎𝑎, то указанный прямоугольник переходит в полуполосу 0 < 𝜉𝜉𝜉𝜉 < ∞, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 <
2𝜋𝜋𝜋𝜋. Если же 𝑏𝑏𝑏𝑏 → 0, то указанный прямоугольник вырождается в отрезок 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. Преобразуем 
к эллиптическим координатам уравнения Гельмгольца, пользуясь [2, с. 211]. 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘1

(𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘1

(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0, (3) 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 0. 

Преобразуем к эллиптическом координатам известные потенциалы 𝜑𝜑𝜑𝜑0,𝜓𝜓𝜓𝜓0 и представим их в виде 

𝜑𝜑𝜑𝜑0 = 𝛷𝛷𝛷𝛷0 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝜓𝜓𝜓𝜓0 = 𝛹𝛹𝛹𝛹0 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 
Здесь 𝛷𝛷𝛷𝛷0 и 𝛹𝛹𝛹𝛹0 имеют вид 

𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙) ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃�� ,𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙) ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃��. 

Функции 𝛷𝛷𝛷𝛷0(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦) и 𝛹𝛹𝛹𝛹0(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦) представляют собой решения уравнения Гельмгольца 

𝛥𝛥𝛥𝛥𝛷𝛷𝛷𝛷0 + �𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙)�

2
∙ 𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 0,𝛥𝛥𝛥𝛥𝛹𝛹𝛹𝛹0 + �𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙)�
2
∙ 𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 0. 

Согласно (1) получаем 

𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ[ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ cos 𝜃𝜃𝜃𝜃 + sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃]� , (4) 

𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘2
(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ[ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃]� . 

Перейдем к формулировке граничных условий, вытекающих из (2). Введем в рассмотрение ковариантные компо-
нента ℧𝜉𝜉𝜉𝜉  и ℧𝜂𝜂𝜂𝜂  вектора перемещений ℧��⃗  в криволинейной системе координат 𝑥𝑥𝑥𝑥1 = 𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝑥𝑥𝑥𝑥2 = 𝜂𝜂𝜂𝜂, 𝑥𝑥𝑥𝑥3 = 𝑧𝑧𝑧𝑧. Если ℧��⃗ = grad𝜑𝜑𝜑𝜑�⃗ +
rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ , то эти величины определяются следующим образом: 

℧𝜉𝜉𝜉𝜉 = (grad𝜑𝜑𝜑𝜑)𝜉𝜉𝜉𝜉 + �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

+ �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

, 

℧𝜂𝜂𝜂𝜂 = (grad𝜑𝜑𝜑𝜑)𝜂𝜂𝜂𝜂 + �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

+ �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

, 

Контрвариантные компоненты �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉
 и �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �

𝜂𝜂𝜂𝜂
 вектора rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗  равны [3, стр. 91]: 

�rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

=
1

�𝑔𝑔𝑔𝑔
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

=
1

�𝑔𝑔𝑔𝑔
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝑙𝑙𝑙𝑙

= 0. 

Как известно, цилиндрические эллиптические координаты вводятся с помощью соотношений 
𝑥𝑥𝑥𝑥 = ℎ ∙ ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ,𝑦𝑦𝑦𝑦 = ℎ ∙ sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂  (1) 
Координаты линиями 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 является софокусные эллипсы и гиперболы, уравнения которых 

в декартовых координатах имеют вид (рис. 1): 
𝑥𝑥𝑥𝑥2

ℎ2ch2𝜉𝜉𝜉𝜉
+

𝑦𝑦𝑦𝑦2

ℎ2sh2𝜉𝜉𝜉𝜉
= 1,

𝑥𝑥𝑥𝑥2

ℎ2ch2𝜉𝜉𝜉𝜉
+

𝑦𝑦𝑦𝑦2

ℎ2sh2𝜉𝜉𝜉𝜉
= 1 

 

Рис. 1. Семейство координатных линий 𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜂𝜂 

 

Параметр ℎ, в принципе, может быть произвольным, однако его целесообразно выбрать равным половине расстоя-
ния между фокусами эллипса 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Тогда эллипс 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω включается в однопараметрическое семейство координатных ли-
ний 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. Нетрудно убедиться, что на кривой 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω эллиптическая координата 𝜉𝜉𝜉𝜉 принимает значение 

𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0 =
1
2

ln
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏

 

Таким образом, эллипс Ω𝑖𝑖𝑖𝑖  при отображении (1) переходит в прямоугольник 0 < 𝜉𝜉𝜉𝜉 < 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋 (2) 

Отметим предельные случаи: если 𝑏𝑏𝑏𝑏 → 𝑎𝑎𝑎𝑎, то указанный прямоугольник переходит в полуполосу 0 < 𝜉𝜉𝜉𝜉 < ∞, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 <
2𝜋𝜋𝜋𝜋. Если же 𝑏𝑏𝑏𝑏 → 0, то указанный прямоугольник вырождается в отрезок 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. Преобразуем 
к эллиптическим координатам уравнения Гельмгольца, пользуясь [2, с. 211]. 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘1

(𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘1

(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0, (3) 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 0. 

Преобразуем к эллиптическом координатам известные потенциалы 𝜑𝜑𝜑𝜑0,𝜓𝜓𝜓𝜓0 и представим их в виде 

𝜑𝜑𝜑𝜑0 = 𝛷𝛷𝛷𝛷0 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝜓𝜓𝜓𝜓0 = 𝛹𝛹𝛹𝛹0 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 
Здесь 𝛷𝛷𝛷𝛷0 и 𝛹𝛹𝛹𝛹0 имеют вид 

𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙) ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃�� ,𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙) ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃��. 

Функции 𝛷𝛷𝛷𝛷0(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦) и 𝛹𝛹𝛹𝛹0(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦) представляют собой решения уравнения Гельмгольца 

𝛥𝛥𝛥𝛥𝛷𝛷𝛷𝛷0 + �𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙)�

2
∙ 𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 0,𝛥𝛥𝛥𝛥𝛹𝛹𝛹𝛹0 + �𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙)�
2
∙ 𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 0. 

Согласно (1) получаем 

𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ[ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ cos 𝜃𝜃𝜃𝜃 + sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃]� , (4) 

𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘2
(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ[ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃]� . 

Перейдем к формулировке граничных условий, вытекающих из (2). Введем в рассмотрение ковариантные компо-
нента ℧𝜉𝜉𝜉𝜉  и ℧𝜂𝜂𝜂𝜂  вектора перемещений ℧��⃗  в криволинейной системе координат 𝑥𝑥𝑥𝑥1 = 𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝑥𝑥𝑥𝑥2 = 𝜂𝜂𝜂𝜂, 𝑥𝑥𝑥𝑥3 = 𝑧𝑧𝑧𝑧. Если ℧��⃗ = grad𝜑𝜑𝜑𝜑�⃗ +
rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ , то эти величины определяются следующим образом: 

℧𝜉𝜉𝜉𝜉 = (grad𝜑𝜑𝜑𝜑)𝜉𝜉𝜉𝜉 + �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

+ �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

, 

℧𝜂𝜂𝜂𝜂 = (grad𝜑𝜑𝜑𝜑)𝜂𝜂𝜂𝜂 + �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

+ �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

, 

Контрвариантные компоненты �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉
 и �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �

𝜂𝜂𝜂𝜂
 вектора rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗  равны [3, стр. 91]: 

�rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

=
1

�𝑔𝑔𝑔𝑔
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

=
1

�𝑔𝑔𝑔𝑔
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝑙𝑙𝑙𝑙

= 0. 

Как известно, цилиндрические эллиптические координаты вводятся с помощью соотношений 
𝑥𝑥𝑥𝑥 = ℎ ∙ ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ,𝑦𝑦𝑦𝑦 = ℎ ∙ sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂  (1) 
Координаты линиями 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 является софокусные эллипсы и гиперболы, уравнения которых 

в декартовых координатах имеют вид (рис. 1): 
𝑥𝑥𝑥𝑥2

ℎ2ch2𝜉𝜉𝜉𝜉
+

𝑦𝑦𝑦𝑦2

ℎ2sh2𝜉𝜉𝜉𝜉
= 1,

𝑥𝑥𝑥𝑥2

ℎ2ch2𝜉𝜉𝜉𝜉
+

𝑦𝑦𝑦𝑦2

ℎ2sh2𝜉𝜉𝜉𝜉
= 1 

 

Рис. 1. Семейство координатных линий 𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜂𝜂 

 

Параметр ℎ, в принципе, может быть произвольным, однако его целесообразно выбрать равным половине расстоя-
ния между фокусами эллипса 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Тогда эллипс 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω включается в однопараметрическое семейство координатных ли-
ний 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. Нетрудно убедиться, что на кривой 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω эллиптическая координата 𝜉𝜉𝜉𝜉 принимает значение 

𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0 =
1
2

ln
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏

 

Таким образом, эллипс Ω𝑖𝑖𝑖𝑖  при отображении (1) переходит в прямоугольник 0 < 𝜉𝜉𝜉𝜉 < 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋 (2) 

Отметим предельные случаи: если 𝑏𝑏𝑏𝑏 → 𝑎𝑎𝑎𝑎, то указанный прямоугольник переходит в полуполосу 0 < 𝜉𝜉𝜉𝜉 < ∞, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 <
2𝜋𝜋𝜋𝜋. Если же 𝑏𝑏𝑏𝑏 → 0, то указанный прямоугольник вырождается в отрезок 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. Преобразуем 
к эллиптическим координатам уравнения Гельмгольца, пользуясь [2, с. 211]. 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘1

(𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘1

(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0, (3) 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 0. 

Преобразуем к эллиптическом координатам известные потенциалы 𝜑𝜑𝜑𝜑0,𝜓𝜓𝜓𝜓0 и представим их в виде 

𝜑𝜑𝜑𝜑0 = 𝛷𝛷𝛷𝛷0 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝜓𝜓𝜓𝜓0 = 𝛹𝛹𝛹𝛹0 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 
Здесь 𝛷𝛷𝛷𝛷0 и 𝛹𝛹𝛹𝛹0 имеют вид 

𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙) ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃�� ,𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙) ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃��. 

Функции 𝛷𝛷𝛷𝛷0(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦) и 𝛹𝛹𝛹𝛹0(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦) представляют собой решения уравнения Гельмгольца 

𝛥𝛥𝛥𝛥𝛷𝛷𝛷𝛷0 + �𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙)�

2
∙ 𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 0,𝛥𝛥𝛥𝛥𝛹𝛹𝛹𝛹0 + �𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙)�
2
∙ 𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 0. 

Согласно (1) получаем 

𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ[ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ cos 𝜃𝜃𝜃𝜃 + sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃]� , (4) 

𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘2
(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ[ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃]� . 

Перейдем к формулировке граничных условий, вытекающих из (2). Введем в рассмотрение ковариантные компо-
нента ℧𝜉𝜉𝜉𝜉  и ℧𝜂𝜂𝜂𝜂  вектора перемещений ℧��⃗  в криволинейной системе координат 𝑥𝑥𝑥𝑥1 = 𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝑥𝑥𝑥𝑥2 = 𝜂𝜂𝜂𝜂, 𝑥𝑥𝑥𝑥3 = 𝑧𝑧𝑧𝑧. Если ℧��⃗ = grad𝜑𝜑𝜑𝜑�⃗ +
rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ , то эти величины определяются следующим образом: 

℧𝜉𝜉𝜉𝜉 = (grad𝜑𝜑𝜑𝜑)𝜉𝜉𝜉𝜉 + �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

+ �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

, 

℧𝜂𝜂𝜂𝜂 = (grad𝜑𝜑𝜑𝜑)𝜂𝜂𝜂𝜂 + �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

+ �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

, 

Контрвариантные компоненты �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉
 и �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �

𝜂𝜂𝜂𝜂
 вектора rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗  равны [3, стр. 91]: 

�rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

=
1

�𝑔𝑔𝑔𝑔
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

=
1

�𝑔𝑔𝑔𝑔
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝑙𝑙𝑙𝑙

= 0. 

Как известно, цилиндрические эллиптические координаты вводятся с помощью соотношений 
𝑥𝑥𝑥𝑥 = ℎ ∙ ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ,𝑦𝑦𝑦𝑦 = ℎ ∙ sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂  (1) 
Координаты линиями 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 является софокусные эллипсы и гиперболы, уравнения которых 

в декартовых координатах имеют вид (рис. 1): 
𝑥𝑥𝑥𝑥2

ℎ2ch2𝜉𝜉𝜉𝜉
+

𝑦𝑦𝑦𝑦2

ℎ2sh2𝜉𝜉𝜉𝜉
= 1,

𝑥𝑥𝑥𝑥2

ℎ2ch2𝜉𝜉𝜉𝜉
+

𝑦𝑦𝑦𝑦2

ℎ2sh2𝜉𝜉𝜉𝜉
= 1 

 

Рис. 1. Семейство координатных линий 𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜂𝜂 

 

Параметр ℎ, в принципе, может быть произвольным, однако его целесообразно выбрать равным половине расстоя-
ния между фокусами эллипса 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Тогда эллипс 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω включается в однопараметрическое семейство координатных ли-
ний 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. Нетрудно убедиться, что на кривой 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω эллиптическая координата 𝜉𝜉𝜉𝜉 принимает значение 

𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0 =
1
2

ln
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏

 

Таким образом, эллипс Ω𝑖𝑖𝑖𝑖  при отображении (1) переходит в прямоугольник 0 < 𝜉𝜉𝜉𝜉 < 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋 (2) 

Отметим предельные случаи: если 𝑏𝑏𝑏𝑏 → 𝑎𝑎𝑎𝑎, то указанный прямоугольник переходит в полуполосу 0 < 𝜉𝜉𝜉𝜉 < ∞, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 <
2𝜋𝜋𝜋𝜋. Если же 𝑏𝑏𝑏𝑏 → 0, то указанный прямоугольник вырождается в отрезок 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. Преобразуем 
к эллиптическим координатам уравнения Гельмгольца, пользуясь [2, с. 211]. 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘1

(𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘1

(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0, (3) 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 0. 

Преобразуем к эллиптическом координатам известные потенциалы 𝜑𝜑𝜑𝜑0,𝜓𝜓𝜓𝜓0 и представим их в виде 

𝜑𝜑𝜑𝜑0 = 𝛷𝛷𝛷𝛷0 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝜓𝜓𝜓𝜓0 = 𝛹𝛹𝛹𝛹0 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 
Здесь 𝛷𝛷𝛷𝛷0 и 𝛹𝛹𝛹𝛹0 имеют вид 

𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙) ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃�� ,𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙) ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃��. 

Функции 𝛷𝛷𝛷𝛷0(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦) и 𝛹𝛹𝛹𝛹0(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦) представляют собой решения уравнения Гельмгольца 

𝛥𝛥𝛥𝛥𝛷𝛷𝛷𝛷0 + �𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙)�

2
∙ 𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 0,𝛥𝛥𝛥𝛥𝛹𝛹𝛹𝛹0 + �𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙)�
2
∙ 𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 0. 

Согласно (1) получаем 

𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ[ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ cos 𝜃𝜃𝜃𝜃 + sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃]� , (4) 

𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘2
(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ[ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃]� . 

Перейдем к формулировке граничных условий, вытекающих из (2). Введем в рассмотрение ковариантные компо-
нента ℧𝜉𝜉𝜉𝜉  и ℧𝜂𝜂𝜂𝜂  вектора перемещений ℧��⃗  в криволинейной системе координат 𝑥𝑥𝑥𝑥1 = 𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝑥𝑥𝑥𝑥2 = 𝜂𝜂𝜂𝜂, 𝑥𝑥𝑥𝑥3 = 𝑧𝑧𝑧𝑧. Если ℧��⃗ = grad𝜑𝜑𝜑𝜑�⃗ +
rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ , то эти величины определяются следующим образом: 

℧𝜉𝜉𝜉𝜉 = (grad𝜑𝜑𝜑𝜑)𝜉𝜉𝜉𝜉 + �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

+ �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

, 

℧𝜂𝜂𝜂𝜂 = (grad𝜑𝜑𝜑𝜑)𝜂𝜂𝜂𝜂 + �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

+ �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

, 

Контрвариантные компоненты �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉
 и �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �

𝜂𝜂𝜂𝜂
 вектора rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗  равны [3, стр. 91]: 

�rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

=
1

�𝑔𝑔𝑔𝑔
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

=
1

�𝑔𝑔𝑔𝑔
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝑙𝑙𝑙𝑙

= 0. 

Здесь 𝑔𝑔𝑔𝑔-инвариант метрического тензора 𝑔𝑔𝑔𝑔 = det‖𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖‖. 

Для выбранной системы координат имеем [3, с. 123]: 

𝑔𝑔𝑔𝑔11 = 𝑔𝑔𝑔𝑔22 =
ℎ2

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂),𝑔𝑔𝑔𝑔33 = 0,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, (𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘𝑘𝑘). 

Таким образом 

�𝑔𝑔𝑔𝑔 =
ℎ2

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂);  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 . 

Отсюда вытекает, что 

�rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

= �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �𝑔𝑔𝑔𝑔11 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

= �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂
𝑔𝑔𝑔𝑔22 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝑧𝑧𝑧𝑧

= 0 

следовательно 

℧𝜉𝜉𝜉𝜉 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

,℧𝜂𝜂𝜂𝜂 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

 (5) 

Искомый вектор перемещения выражается через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖) и 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑙𝑙𝑙𝑙) в области Ω�𝑖𝑖𝑖𝑖  и Ω�𝑙𝑙𝑙𝑙 соответственно (рис. 2) 

 

Рис. 2. Образы Ω�𝑖𝑖𝑖𝑖 , Ω�𝑙𝑙𝑙𝑙, 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω� областей Ω𝑖𝑖𝑖𝑖 , Ω𝑙𝑙𝑙𝑙 , 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω при отображении {𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦} → {𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜂𝜂} 

 

Используя (5) мы получим, что первые два граничных условия, вытекающие из ℧��⃗ (𝑖𝑖𝑖𝑖) = ℧��⃗ (𝑙𝑙𝑙𝑙), 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗
(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗

(𝑙𝑙𝑙𝑙)
 имеют вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷0

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹0
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷0

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹0
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

 

при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. 

Рассмотрим вектор напряжения 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗  в произвольном точке контура 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Он может быть представлен в виде 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗ = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝚤𝚤𝚤𝚤��⃗ ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 , где 𝑒𝑒𝑒𝑒1���⃗ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒2���⃗ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗  -векторы местного координатного базиса, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 = (𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖���⃗ ),𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗  -вектор нормали. Так как 
𝜕𝜕𝜕𝜕Ω является координатной линией 𝜂𝜂𝜂𝜂, то вектор 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗  касателен к 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Поэтому 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = �𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ � = �𝑔𝑔𝑔𝑔11 = ℎ

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 −

cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)
1
2,𝑐𝑐𝑐𝑐2 = �𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗ � = 0. 

Следовательно 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗ = �𝜏𝜏𝜏𝜏𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ + 𝜏𝜏𝜏𝜏𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗ ��𝑔𝑔𝑔𝑔11. 

Это приводит к следующим условиям 

𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 + 𝜏𝜏𝜏𝜏0
𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 + 𝜏𝜏𝜏𝜏0

𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  

при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. При этом 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  должны быть выражены через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖) a 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  и 𝜏𝜏𝜏𝜏0
𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏0

𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  -
соответственно через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑙𝑙𝑙𝑙) и 𝜑𝜑𝜑𝜑0,𝜓𝜓𝜓𝜓0. 

Таким образом, рассматриваемая краевая задача состоит в нахождении функций 𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)удовлетворяю-
щих уравнениям (3) в областях Ω�(𝑖𝑖𝑖𝑖), Ω�(𝑙𝑙𝑙𝑙) соответственно. 

Кроме того должны выполнены условия периодичности 

𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋),𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋), 

𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋),𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋). 
и условия ограниченности искомых функций при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0. Фигурирующие в граничных условиях функции 𝛷𝛷𝛷𝛷0,𝛹𝛹𝛹𝛹0 яв-

ляются известными и задаются выражениями (4). 
 

Здесь 𝑔𝑔𝑔𝑔-инвариант метрического тензора 𝑔𝑔𝑔𝑔 = det‖𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖‖. 

Для выбранной системы координат имеем [3, с. 123]: 

𝑔𝑔𝑔𝑔11 = 𝑔𝑔𝑔𝑔22 =
ℎ2

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂),𝑔𝑔𝑔𝑔33 = 0,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, (𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘𝑘𝑘). 

Таким образом 

�𝑔𝑔𝑔𝑔 =
ℎ2

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂);  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 . 

Отсюда вытекает, что 

�rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

= �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �𝑔𝑔𝑔𝑔11 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

= �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂
𝑔𝑔𝑔𝑔22 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝑧𝑧𝑧𝑧

= 0 

следовательно 

℧𝜉𝜉𝜉𝜉 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

,℧𝜂𝜂𝜂𝜂 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

 (5) 

Искомый вектор перемещения выражается через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖) и 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑙𝑙𝑙𝑙) в области Ω�𝑖𝑖𝑖𝑖  и Ω�𝑙𝑙𝑙𝑙 соответственно (рис. 2) 

 

Рис. 2. Образы Ω�𝑖𝑖𝑖𝑖 , Ω�𝑙𝑙𝑙𝑙, 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω� областей Ω𝑖𝑖𝑖𝑖 , Ω𝑙𝑙𝑙𝑙 , 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω при отображении {𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦} → {𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜂𝜂} 

 

Используя (5) мы получим, что первые два граничных условия, вытекающие из ℧��⃗ (𝑖𝑖𝑖𝑖) = ℧��⃗ (𝑙𝑙𝑙𝑙), 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗
(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗

(𝑙𝑙𝑙𝑙)
 имеют вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷0

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹0
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷0

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹0
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

 

при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. 

Рассмотрим вектор напряжения 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗  в произвольном точке контура 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Он может быть представлен в виде 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗ = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝚤𝚤𝚤𝚤��⃗ ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 , где 𝑒𝑒𝑒𝑒1���⃗ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒2���⃗ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗  -векторы местного координатного базиса, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 = (𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖���⃗ ),𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗  -вектор нормали. Так как 
𝜕𝜕𝜕𝜕Ω является координатной линией 𝜂𝜂𝜂𝜂, то вектор 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗  касателен к 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Поэтому 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = �𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ � = �𝑔𝑔𝑔𝑔11 = ℎ

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 −

cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)
1
2,𝑐𝑐𝑐𝑐2 = �𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗ � = 0. 

Следовательно 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗ = �𝜏𝜏𝜏𝜏𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ + 𝜏𝜏𝜏𝜏𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗ ��𝑔𝑔𝑔𝑔11. 

Это приводит к следующим условиям 

𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 + 𝜏𝜏𝜏𝜏0
𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 + 𝜏𝜏𝜏𝜏0

𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  

при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. При этом 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  должны быть выражены через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖) a 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  и 𝜏𝜏𝜏𝜏0
𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏0

𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  -
соответственно через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑙𝑙𝑙𝑙) и 𝜑𝜑𝜑𝜑0,𝜓𝜓𝜓𝜓0. 

Таким образом, рассматриваемая краевая задача состоит в нахождении функций 𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)удовлетворяю-
щих уравнениям (3) в областях Ω�(𝑖𝑖𝑖𝑖), Ω�(𝑙𝑙𝑙𝑙) соответственно. 

Кроме того должны выполнены условия периодичности 

𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋),𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋), 

𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋),𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋). 
и условия ограниченности искомых функций при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0. Фигурирующие в граничных условиях функции 𝛷𝛷𝛷𝛷0,𝛹𝛹𝛹𝛹0 яв-

ляются известными и задаются выражениями (4). 
 

Здесь 𝑔𝑔𝑔𝑔-инвариант метрического тензора 𝑔𝑔𝑔𝑔 = det‖𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖‖. 

Для выбранной системы координат имеем [3, с. 123]: 

𝑔𝑔𝑔𝑔11 = 𝑔𝑔𝑔𝑔22 =
ℎ2

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂),𝑔𝑔𝑔𝑔33 = 0,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, (𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘𝑘𝑘). 

Таким образом 

�𝑔𝑔𝑔𝑔 =
ℎ2

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂);  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 . 

Отсюда вытекает, что 

�rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

= �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �𝑔𝑔𝑔𝑔11 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

= �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂
𝑔𝑔𝑔𝑔22 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝑧𝑧𝑧𝑧

= 0 

следовательно 

℧𝜉𝜉𝜉𝜉 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

,℧𝜂𝜂𝜂𝜂 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

 (5) 

Искомый вектор перемещения выражается через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖) и 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑙𝑙𝑙𝑙) в области Ω�𝑖𝑖𝑖𝑖  и Ω�𝑙𝑙𝑙𝑙 соответственно (рис. 2) 

 

Рис. 2. Образы Ω�𝑖𝑖𝑖𝑖 , Ω�𝑙𝑙𝑙𝑙, 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω� областей Ω𝑖𝑖𝑖𝑖 , Ω𝑙𝑙𝑙𝑙 , 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω при отображении {𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦} → {𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜂𝜂} 

 

Используя (5) мы получим, что первые два граничных условия, вытекающие из ℧��⃗ (𝑖𝑖𝑖𝑖) = ℧��⃗ (𝑙𝑙𝑙𝑙), 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗
(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗

(𝑙𝑙𝑙𝑙)
 имеют вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷0

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹0
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷0

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹0
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

 

при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. 

Рассмотрим вектор напряжения 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗  в произвольном точке контура 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Он может быть представлен в виде 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗ = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝚤𝚤𝚤𝚤��⃗ ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 , где 𝑒𝑒𝑒𝑒1���⃗ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒2���⃗ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗  -векторы местного координатного базиса, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 = (𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖���⃗ ),𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗  -вектор нормали. Так как 
𝜕𝜕𝜕𝜕Ω является координатной линией 𝜂𝜂𝜂𝜂, то вектор 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗  касателен к 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Поэтому 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = �𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ � = �𝑔𝑔𝑔𝑔11 = ℎ

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 −

cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)
1
2,𝑐𝑐𝑐𝑐2 = �𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗ � = 0. 

Следовательно 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗ = �𝜏𝜏𝜏𝜏𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ + 𝜏𝜏𝜏𝜏𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗ ��𝑔𝑔𝑔𝑔11. 

Это приводит к следующим условиям 

𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 + 𝜏𝜏𝜏𝜏0
𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 + 𝜏𝜏𝜏𝜏0

𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  

при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. При этом 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  должны быть выражены через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖) a 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  и 𝜏𝜏𝜏𝜏0
𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏0

𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  -
соответственно через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑙𝑙𝑙𝑙) и 𝜑𝜑𝜑𝜑0,𝜓𝜓𝜓𝜓0. 

Таким образом, рассматриваемая краевая задача состоит в нахождении функций 𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)удовлетворяю-
щих уравнениям (3) в областях Ω�(𝑖𝑖𝑖𝑖), Ω�(𝑙𝑙𝑙𝑙) соответственно. 

Кроме того должны выполнены условия периодичности 

𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋),𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋), 

𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋),𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋). 
и условия ограниченности искомых функций при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0. Фигурирующие в граничных условиях функции 𝛷𝛷𝛷𝛷0,𝛹𝛹𝛹𝛹0 яв-

ляются известными и задаются выражениями (4). 
 

Здесь 𝑔𝑔𝑔𝑔-инвариант метрического тензора 𝑔𝑔𝑔𝑔 = det‖𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖‖. 

Для выбранной системы координат имеем [3, с. 123]: 

𝑔𝑔𝑔𝑔11 = 𝑔𝑔𝑔𝑔22 =
ℎ2

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂),𝑔𝑔𝑔𝑔33 = 0,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, (𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘𝑘𝑘). 

Таким образом 

�𝑔𝑔𝑔𝑔 =
ℎ2

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂);  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 . 

Отсюда вытекает, что 

�rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

= �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �𝑔𝑔𝑔𝑔11 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

= �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂
𝑔𝑔𝑔𝑔22 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝑧𝑧𝑧𝑧

= 0 

следовательно 

℧𝜉𝜉𝜉𝜉 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

,℧𝜂𝜂𝜂𝜂 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

 (5) 

Искомый вектор перемещения выражается через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖) и 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑙𝑙𝑙𝑙) в области Ω�𝑖𝑖𝑖𝑖  и Ω�𝑙𝑙𝑙𝑙 соответственно (рис. 2) 

 

Рис. 2. Образы Ω�𝑖𝑖𝑖𝑖 , Ω�𝑙𝑙𝑙𝑙, 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω� областей Ω𝑖𝑖𝑖𝑖 , Ω𝑙𝑙𝑙𝑙 , 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω при отображении {𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦} → {𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜂𝜂} 

 

Используя (5) мы получим, что первые два граничных условия, вытекающие из ℧��⃗ (𝑖𝑖𝑖𝑖) = ℧��⃗ (𝑙𝑙𝑙𝑙), 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗
(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗

(𝑙𝑙𝑙𝑙)
 имеют вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷0

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹0
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷0

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹0
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

 

при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. 

Рассмотрим вектор напряжения 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗  в произвольном точке контура 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Он может быть представлен в виде 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗ = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝚤𝚤𝚤𝚤��⃗ ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 , где 𝑒𝑒𝑒𝑒1���⃗ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒2���⃗ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗  -векторы местного координатного базиса, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 = (𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖���⃗ ),𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗  -вектор нормали. Так как 
𝜕𝜕𝜕𝜕Ω является координатной линией 𝜂𝜂𝜂𝜂, то вектор 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗  касателен к 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Поэтому 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = �𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ � = �𝑔𝑔𝑔𝑔11 = ℎ

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 −

cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)
1
2,𝑐𝑐𝑐𝑐2 = �𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗ � = 0. 

Следовательно 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗ = �𝜏𝜏𝜏𝜏𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ + 𝜏𝜏𝜏𝜏𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗ ��𝑔𝑔𝑔𝑔11. 

Это приводит к следующим условиям 

𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 + 𝜏𝜏𝜏𝜏0
𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 + 𝜏𝜏𝜏𝜏0

𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  

при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. При этом 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  должны быть выражены через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖) a 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  и 𝜏𝜏𝜏𝜏0
𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏0

𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  -
соответственно через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑙𝑙𝑙𝑙) и 𝜑𝜑𝜑𝜑0,𝜓𝜓𝜓𝜓0. 

Таким образом, рассматриваемая краевая задача состоит в нахождении функций 𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)удовлетворяю-
щих уравнениям (3) в областях Ω�(𝑖𝑖𝑖𝑖), Ω�(𝑙𝑙𝑙𝑙) соответственно. 

Кроме того должны выполнены условия периодичности 

𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋),𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋), 

𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋),𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋). 
и условия ограниченности искомых функций при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0. Фигурирующие в граничных условиях функции 𝛷𝛷𝛷𝛷0,𝛹𝛹𝛹𝛹0 яв-

ляются известными и задаются выражениями (4). 
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Как известно, цилиндрические эллиптические координаты вводятся с помощью соотношений 
𝑥𝑥𝑥𝑥 = ℎ ∙ ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ,𝑦𝑦𝑦𝑦 = ℎ ∙ sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂  (1) 
Координаты линиями 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 является софокусные эллипсы и гиперболы, уравнения которых 

в декартовых координатах имеют вид (рис. 1): 
𝑥𝑥𝑥𝑥2

ℎ2ch2𝜉𝜉𝜉𝜉
+

𝑦𝑦𝑦𝑦2

ℎ2sh2𝜉𝜉𝜉𝜉
= 1,

𝑥𝑥𝑥𝑥2

ℎ2ch2𝜉𝜉𝜉𝜉
+

𝑦𝑦𝑦𝑦2

ℎ2sh2𝜉𝜉𝜉𝜉
= 1 

 

Рис. 1. Семейство координатных линий 𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜂𝜂 

 

Параметр ℎ, в принципе, может быть произвольным, однако его целесообразно выбрать равным половине расстоя-
ния между фокусами эллипса 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Тогда эллипс 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω включается в однопараметрическое семейство координатных ли-
ний 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. Нетрудно убедиться, что на кривой 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω эллиптическая координата 𝜉𝜉𝜉𝜉 принимает значение 

𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0 =
1
2

ln
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏

 

Таким образом, эллипс Ω𝑖𝑖𝑖𝑖  при отображении (1) переходит в прямоугольник 0 < 𝜉𝜉𝜉𝜉 < 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋 (2) 

Отметим предельные случаи: если 𝑏𝑏𝑏𝑏 → 𝑎𝑎𝑎𝑎, то указанный прямоугольник переходит в полуполосу 0 < 𝜉𝜉𝜉𝜉 < ∞, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 <
2𝜋𝜋𝜋𝜋. Если же 𝑏𝑏𝑏𝑏 → 0, то указанный прямоугольник вырождается в отрезок 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. Преобразуем 
к эллиптическим координатам уравнения Гельмгольца, пользуясь [2, с. 211]. 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘1

(𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘1

(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0, (3) 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 0. 

Преобразуем к эллиптическом координатам известные потенциалы 𝜑𝜑𝜑𝜑0,𝜓𝜓𝜓𝜓0 и представим их в виде 

𝜑𝜑𝜑𝜑0 = 𝛷𝛷𝛷𝛷0 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝜓𝜓𝜓𝜓0 = 𝛹𝛹𝛹𝛹0 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 
Здесь 𝛷𝛷𝛷𝛷0 и 𝛹𝛹𝛹𝛹0 имеют вид 

𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙) ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃�� ,𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙) ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃��. 

Функции 𝛷𝛷𝛷𝛷0(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦) и 𝛹𝛹𝛹𝛹0(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦) представляют собой решения уравнения Гельмгольца 

𝛥𝛥𝛥𝛥𝛷𝛷𝛷𝛷0 + �𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙)�

2
∙ 𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 0,𝛥𝛥𝛥𝛥𝛹𝛹𝛹𝛹0 + �𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙)�
2
∙ 𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 0. 

Согласно (1) получаем 

𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ[ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ cos 𝜃𝜃𝜃𝜃 + sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃]� , (4) 

𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘2
(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ[ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃]� . 

Перейдем к формулировке граничных условий, вытекающих из (2). Введем в рассмотрение ковариантные компо-
нента ℧𝜉𝜉𝜉𝜉  и ℧𝜂𝜂𝜂𝜂  вектора перемещений ℧��⃗  в криволинейной системе координат 𝑥𝑥𝑥𝑥1 = 𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝑥𝑥𝑥𝑥2 = 𝜂𝜂𝜂𝜂, 𝑥𝑥𝑥𝑥3 = 𝑧𝑧𝑧𝑧. Если ℧��⃗ = grad𝜑𝜑𝜑𝜑�⃗ +
rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ , то эти величины определяются следующим образом: 

℧𝜉𝜉𝜉𝜉 = (grad𝜑𝜑𝜑𝜑)𝜉𝜉𝜉𝜉 + �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

+ �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

, 

℧𝜂𝜂𝜂𝜂 = (grad𝜑𝜑𝜑𝜑)𝜂𝜂𝜂𝜂 + �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

+ �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

, 

Контрвариантные компоненты �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉
 и �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �

𝜂𝜂𝜂𝜂
 вектора rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗  равны [3, стр. 91]: 

�rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

=
1

�𝑔𝑔𝑔𝑔
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

=
1

�𝑔𝑔𝑔𝑔
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝑙𝑙𝑙𝑙

= 0. 

Как известно, цилиндрические эллиптические координаты вводятся с помощью соотношений 
𝑥𝑥𝑥𝑥 = ℎ ∙ ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ,𝑦𝑦𝑦𝑦 = ℎ ∙ sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂  (1) 
Координаты линиями 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 является софокусные эллипсы и гиперболы, уравнения которых 

в декартовых координатах имеют вид (рис. 1): 
𝑥𝑥𝑥𝑥2

ℎ2ch2𝜉𝜉𝜉𝜉
+

𝑦𝑦𝑦𝑦2

ℎ2sh2𝜉𝜉𝜉𝜉
= 1,

𝑥𝑥𝑥𝑥2

ℎ2ch2𝜉𝜉𝜉𝜉
+

𝑦𝑦𝑦𝑦2

ℎ2sh2𝜉𝜉𝜉𝜉
= 1 

 

Рис. 1. Семейство координатных линий 𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜂𝜂 

 

Параметр ℎ, в принципе, может быть произвольным, однако его целесообразно выбрать равным половине расстоя-
ния между фокусами эллипса 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Тогда эллипс 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω включается в однопараметрическое семейство координатных ли-
ний 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. Нетрудно убедиться, что на кривой 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω эллиптическая координата 𝜉𝜉𝜉𝜉 принимает значение 

𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0 =
1
2

ln
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏

 

Таким образом, эллипс Ω𝑖𝑖𝑖𝑖  при отображении (1) переходит в прямоугольник 0 < 𝜉𝜉𝜉𝜉 < 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋 (2) 

Отметим предельные случаи: если 𝑏𝑏𝑏𝑏 → 𝑎𝑎𝑎𝑎, то указанный прямоугольник переходит в полуполосу 0 < 𝜉𝜉𝜉𝜉 < ∞, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 <
2𝜋𝜋𝜋𝜋. Если же 𝑏𝑏𝑏𝑏 → 0, то указанный прямоугольник вырождается в отрезок 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. Преобразуем 
к эллиптическим координатам уравнения Гельмгольца, пользуясь [2, с. 211]. 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘1

(𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘1

(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0, (3) 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 0. 

Преобразуем к эллиптическом координатам известные потенциалы 𝜑𝜑𝜑𝜑0,𝜓𝜓𝜓𝜓0 и представим их в виде 

𝜑𝜑𝜑𝜑0 = 𝛷𝛷𝛷𝛷0 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝜓𝜓𝜓𝜓0 = 𝛹𝛹𝛹𝛹0 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 
Здесь 𝛷𝛷𝛷𝛷0 и 𝛹𝛹𝛹𝛹0 имеют вид 

𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙) ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃�� ,𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙) ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃��. 

Функции 𝛷𝛷𝛷𝛷0(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦) и 𝛹𝛹𝛹𝛹0(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦) представляют собой решения уравнения Гельмгольца 

𝛥𝛥𝛥𝛥𝛷𝛷𝛷𝛷0 + �𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙)�

2
∙ 𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 0,𝛥𝛥𝛥𝛥𝛹𝛹𝛹𝛹0 + �𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙)�
2
∙ 𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 0. 

Согласно (1) получаем 

𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ[ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ cos 𝜃𝜃𝜃𝜃 + sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃]� , (4) 

𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘2
(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ[ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃]� . 

Перейдем к формулировке граничных условий, вытекающих из (2). Введем в рассмотрение ковариантные компо-
нента ℧𝜉𝜉𝜉𝜉  и ℧𝜂𝜂𝜂𝜂  вектора перемещений ℧��⃗  в криволинейной системе координат 𝑥𝑥𝑥𝑥1 = 𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝑥𝑥𝑥𝑥2 = 𝜂𝜂𝜂𝜂, 𝑥𝑥𝑥𝑥3 = 𝑧𝑧𝑧𝑧. Если ℧��⃗ = grad𝜑𝜑𝜑𝜑�⃗ +
rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ , то эти величины определяются следующим образом: 

℧𝜉𝜉𝜉𝜉 = (grad𝜑𝜑𝜑𝜑)𝜉𝜉𝜉𝜉 + �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

+ �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

, 

℧𝜂𝜂𝜂𝜂 = (grad𝜑𝜑𝜑𝜑)𝜂𝜂𝜂𝜂 + �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

+ �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

, 

Контрвариантные компоненты �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉
 и �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �

𝜂𝜂𝜂𝜂
 вектора rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗  равны [3, стр. 91]: 

�rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

=
1

�𝑔𝑔𝑔𝑔
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

=
1

�𝑔𝑔𝑔𝑔
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝑙𝑙𝑙𝑙

= 0. 

Как известно, цилиндрические эллиптические координаты вводятся с помощью соотношений 
𝑥𝑥𝑥𝑥 = ℎ ∙ ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ,𝑦𝑦𝑦𝑦 = ℎ ∙ sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂  (1) 
Координаты линиями 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 является софокусные эллипсы и гиперболы, уравнения которых 

в декартовых координатах имеют вид (рис. 1): 
𝑥𝑥𝑥𝑥2

ℎ2ch2𝜉𝜉𝜉𝜉
+

𝑦𝑦𝑦𝑦2

ℎ2sh2𝜉𝜉𝜉𝜉
= 1,

𝑥𝑥𝑥𝑥2

ℎ2ch2𝜉𝜉𝜉𝜉
+

𝑦𝑦𝑦𝑦2

ℎ2sh2𝜉𝜉𝜉𝜉
= 1 

 

Рис. 1. Семейство координатных линий 𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜂𝜂 

 

Параметр ℎ, в принципе, может быть произвольным, однако его целесообразно выбрать равным половине расстоя-
ния между фокусами эллипса 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Тогда эллипс 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω включается в однопараметрическое семейство координатных ли-
ний 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. Нетрудно убедиться, что на кривой 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω эллиптическая координата 𝜉𝜉𝜉𝜉 принимает значение 

𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0 =
1
2

ln
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏

 

Таким образом, эллипс Ω𝑖𝑖𝑖𝑖  при отображении (1) переходит в прямоугольник 0 < 𝜉𝜉𝜉𝜉 < 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋 (2) 

Отметим предельные случаи: если 𝑏𝑏𝑏𝑏 → 𝑎𝑎𝑎𝑎, то указанный прямоугольник переходит в полуполосу 0 < 𝜉𝜉𝜉𝜉 < ∞, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 <
2𝜋𝜋𝜋𝜋. Если же 𝑏𝑏𝑏𝑏 → 0, то указанный прямоугольник вырождается в отрезок 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. Преобразуем 
к эллиптическим координатам уравнения Гельмгольца, пользуясь [2, с. 211]. 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘1

(𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘1

(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0, (3) 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 0. 

Преобразуем к эллиптическом координатам известные потенциалы 𝜑𝜑𝜑𝜑0,𝜓𝜓𝜓𝜓0 и представим их в виде 

𝜑𝜑𝜑𝜑0 = 𝛷𝛷𝛷𝛷0 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝜓𝜓𝜓𝜓0 = 𝛹𝛹𝛹𝛹0 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 
Здесь 𝛷𝛷𝛷𝛷0 и 𝛹𝛹𝛹𝛹0 имеют вид 

𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙) ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃�� ,𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙) ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃��. 

Функции 𝛷𝛷𝛷𝛷0(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦) и 𝛹𝛹𝛹𝛹0(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦) представляют собой решения уравнения Гельмгольца 

𝛥𝛥𝛥𝛥𝛷𝛷𝛷𝛷0 + �𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙)�

2
∙ 𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 0,𝛥𝛥𝛥𝛥𝛹𝛹𝛹𝛹0 + �𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙)�
2
∙ 𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 0. 

Согласно (1) получаем 

𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ[ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ cos 𝜃𝜃𝜃𝜃 + sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃]� , (4) 

𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘2
(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ[ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃]� . 

Перейдем к формулировке граничных условий, вытекающих из (2). Введем в рассмотрение ковариантные компо-
нента ℧𝜉𝜉𝜉𝜉  и ℧𝜂𝜂𝜂𝜂  вектора перемещений ℧��⃗  в криволинейной системе координат 𝑥𝑥𝑥𝑥1 = 𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝑥𝑥𝑥𝑥2 = 𝜂𝜂𝜂𝜂, 𝑥𝑥𝑥𝑥3 = 𝑧𝑧𝑧𝑧. Если ℧��⃗ = grad𝜑𝜑𝜑𝜑�⃗ +
rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ , то эти величины определяются следующим образом: 

℧𝜉𝜉𝜉𝜉 = (grad𝜑𝜑𝜑𝜑)𝜉𝜉𝜉𝜉 + �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

+ �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

, 

℧𝜂𝜂𝜂𝜂 = (grad𝜑𝜑𝜑𝜑)𝜂𝜂𝜂𝜂 + �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

+ �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

, 

Контрвариантные компоненты �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉
 и �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �

𝜂𝜂𝜂𝜂
 вектора rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗  равны [3, стр. 91]: 

�rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

=
1

�𝑔𝑔𝑔𝑔
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

=
1

�𝑔𝑔𝑔𝑔
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝑙𝑙𝑙𝑙

= 0. 

Как известно, цилиндрические эллиптические координаты вводятся с помощью соотношений 
𝑥𝑥𝑥𝑥 = ℎ ∙ ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ,𝑦𝑦𝑦𝑦 = ℎ ∙ sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂  (1) 
Координаты линиями 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 является софокусные эллипсы и гиперболы, уравнения которых 

в декартовых координатах имеют вид (рис. 1): 
𝑥𝑥𝑥𝑥2

ℎ2ch2𝜉𝜉𝜉𝜉
+

𝑦𝑦𝑦𝑦2

ℎ2sh2𝜉𝜉𝜉𝜉
= 1,

𝑥𝑥𝑥𝑥2

ℎ2ch2𝜉𝜉𝜉𝜉
+

𝑦𝑦𝑦𝑦2

ℎ2sh2𝜉𝜉𝜉𝜉
= 1 

 

Рис. 1. Семейство координатных линий 𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜂𝜂 

 

Параметр ℎ, в принципе, может быть произвольным, однако его целесообразно выбрать равным половине расстоя-
ния между фокусами эллипса 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Тогда эллипс 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω включается в однопараметрическое семейство координатных ли-
ний 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. Нетрудно убедиться, что на кривой 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω эллиптическая координата 𝜉𝜉𝜉𝜉 принимает значение 

𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0 =
1
2

ln
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏

 

Таким образом, эллипс Ω𝑖𝑖𝑖𝑖  при отображении (1) переходит в прямоугольник 0 < 𝜉𝜉𝜉𝜉 < 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋 (2) 

Отметим предельные случаи: если 𝑏𝑏𝑏𝑏 → 𝑎𝑎𝑎𝑎, то указанный прямоугольник переходит в полуполосу 0 < 𝜉𝜉𝜉𝜉 < ∞, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 <
2𝜋𝜋𝜋𝜋. Если же 𝑏𝑏𝑏𝑏 → 0, то указанный прямоугольник вырождается в отрезок 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. Преобразуем 
к эллиптическим координатам уравнения Гельмгольца, пользуясь [2, с. 211]. 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘1

(𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘1

(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 0, 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 0, (3) 

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉2
+
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂2
+
�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ�
2

2
∙ (ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙) = 0. 

Преобразуем к эллиптическом координатам известные потенциалы 𝜑𝜑𝜑𝜑0,𝜓𝜓𝜓𝜓0 и представим их в виде 

𝜑𝜑𝜑𝜑0 = 𝛷𝛷𝛷𝛷0 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝜓𝜓𝜓𝜓0 = 𝛹𝛹𝛹𝛹0 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 
Здесь 𝛷𝛷𝛷𝛷0 и 𝛹𝛹𝛹𝛹0 имеют вид 

𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙) ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃�� ,𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙) ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃��. 

Функции 𝛷𝛷𝛷𝛷0(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦) и 𝛹𝛹𝛹𝛹0(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦) представляют собой решения уравнения Гельмгольца 

𝛥𝛥𝛥𝛥𝛷𝛷𝛷𝛷0 + �𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙)�

2
∙ 𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 0,𝛥𝛥𝛥𝛥𝛹𝛹𝛹𝛹0 + �𝑘𝑘𝑘𝑘2

(𝑙𝑙𝑙𝑙)�
2
∙ 𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 0. 

Согласно (1) получаем 

𝛷𝛷𝛷𝛷0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘1
(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ[ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ cos 𝜃𝜃𝜃𝜃 + sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃]� , (4) 

𝛹𝛹𝛹𝛹0 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ exp�𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘2
(𝑙𝑙𝑙𝑙)ℎ[ch𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ cos 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ cos𝜃𝜃𝜃𝜃 + sh𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ sin 𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ sin𝜃𝜃𝜃𝜃]� . 

Перейдем к формулировке граничных условий, вытекающих из (2). Введем в рассмотрение ковариантные компо-
нента ℧𝜉𝜉𝜉𝜉  и ℧𝜂𝜂𝜂𝜂  вектора перемещений ℧��⃗  в криволинейной системе координат 𝑥𝑥𝑥𝑥1 = 𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝑥𝑥𝑥𝑥2 = 𝜂𝜂𝜂𝜂, 𝑥𝑥𝑥𝑥3 = 𝑧𝑧𝑧𝑧. Если ℧��⃗ = grad𝜑𝜑𝜑𝜑�⃗ +
rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ , то эти величины определяются следующим образом: 

℧𝜉𝜉𝜉𝜉 = (grad𝜑𝜑𝜑𝜑)𝜉𝜉𝜉𝜉 + �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

+ �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

, 

℧𝜂𝜂𝜂𝜂 = (grad𝜑𝜑𝜑𝜑)𝜂𝜂𝜂𝜂 + �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

+ �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

, 

Контрвариантные компоненты �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉
 и �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �

𝜂𝜂𝜂𝜂
 вектора rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗  равны [3, стр. 91]: 

�rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

=
1

�𝑔𝑔𝑔𝑔
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

=
1

�𝑔𝑔𝑔𝑔
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝑙𝑙𝑙𝑙

= 0. 

Здесь 𝑔𝑔𝑔𝑔-инвариант метрического тензора 𝑔𝑔𝑔𝑔 = det‖𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖‖. 

Для выбранной системы координат имеем [3, с. 123]: 

𝑔𝑔𝑔𝑔11 = 𝑔𝑔𝑔𝑔22 =
ℎ2

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂),𝑔𝑔𝑔𝑔33 = 0,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, (𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘𝑘𝑘). 

Таким образом 

�𝑔𝑔𝑔𝑔 =
ℎ2

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂);  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 . 

Отсюда вытекает, что 

�rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

= �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �𝑔𝑔𝑔𝑔11 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

= �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂
𝑔𝑔𝑔𝑔22 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝑧𝑧𝑧𝑧

= 0 

следовательно 

℧𝜉𝜉𝜉𝜉 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

,℧𝜂𝜂𝜂𝜂 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

 (5) 

Искомый вектор перемещения выражается через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖) и 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑙𝑙𝑙𝑙) в области Ω�𝑖𝑖𝑖𝑖  и Ω�𝑙𝑙𝑙𝑙 соответственно (рис. 2) 

 

Рис. 2. Образы Ω�𝑖𝑖𝑖𝑖 , Ω�𝑙𝑙𝑙𝑙, 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω� областей Ω𝑖𝑖𝑖𝑖 , Ω𝑙𝑙𝑙𝑙 , 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω при отображении {𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦} → {𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜂𝜂} 

 

Используя (5) мы получим, что первые два граничных условия, вытекающие из ℧��⃗ (𝑖𝑖𝑖𝑖) = ℧��⃗ (𝑙𝑙𝑙𝑙), 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗
(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗

(𝑙𝑙𝑙𝑙)
 имеют вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷0

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹0
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷0

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹0
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

 

при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. 

Рассмотрим вектор напряжения 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗  в произвольном точке контура 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Он может быть представлен в виде 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗ = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝚤𝚤𝚤𝚤��⃗ ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 , где 𝑒𝑒𝑒𝑒1���⃗ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒2���⃗ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗  -векторы местного координатного базиса, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 = (𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖���⃗ ),𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗  -вектор нормали. Так как 
𝜕𝜕𝜕𝜕Ω является координатной линией 𝜂𝜂𝜂𝜂, то вектор 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗  касателен к 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Поэтому 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = �𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ � = �𝑔𝑔𝑔𝑔11 = ℎ

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 −

cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)
1
2,𝑐𝑐𝑐𝑐2 = �𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗ � = 0. 

Следовательно 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗ = �𝜏𝜏𝜏𝜏𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ + 𝜏𝜏𝜏𝜏𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗ ��𝑔𝑔𝑔𝑔11. 

Это приводит к следующим условиям 

𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 + 𝜏𝜏𝜏𝜏0
𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 + 𝜏𝜏𝜏𝜏0

𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  

при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. При этом 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  должны быть выражены через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖) a 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  и 𝜏𝜏𝜏𝜏0
𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏0

𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  -
соответственно через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑙𝑙𝑙𝑙) и 𝜑𝜑𝜑𝜑0,𝜓𝜓𝜓𝜓0. 

Таким образом, рассматриваемая краевая задача состоит в нахождении функций 𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)удовлетворяю-
щих уравнениям (3) в областях Ω�(𝑖𝑖𝑖𝑖), Ω�(𝑙𝑙𝑙𝑙) соответственно. 

Кроме того должны выполнены условия периодичности 

𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋),𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋), 

𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋),𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋). 
и условия ограниченности искомых функций при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0. Фигурирующие в граничных условиях функции 𝛷𝛷𝛷𝛷0,𝛹𝛹𝛹𝛹0 яв-

ляются известными и задаются выражениями (4). 
 

Здесь 𝑔𝑔𝑔𝑔-инвариант метрического тензора 𝑔𝑔𝑔𝑔 = det‖𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖‖. 

Для выбранной системы координат имеем [3, с. 123]: 

𝑔𝑔𝑔𝑔11 = 𝑔𝑔𝑔𝑔22 =
ℎ2

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂),𝑔𝑔𝑔𝑔33 = 0,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, (𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘𝑘𝑘). 

Таким образом 

�𝑔𝑔𝑔𝑔 =
ℎ2

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂);  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 . 

Отсюда вытекает, что 

�rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

= �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �𝑔𝑔𝑔𝑔11 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

= �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂
𝑔𝑔𝑔𝑔22 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝑧𝑧𝑧𝑧

= 0 

следовательно 

℧𝜉𝜉𝜉𝜉 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

,℧𝜂𝜂𝜂𝜂 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

 (5) 

Искомый вектор перемещения выражается через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖) и 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑙𝑙𝑙𝑙) в области Ω�𝑖𝑖𝑖𝑖  и Ω�𝑙𝑙𝑙𝑙 соответственно (рис. 2) 

 

Рис. 2. Образы Ω�𝑖𝑖𝑖𝑖 , Ω�𝑙𝑙𝑙𝑙, 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω� областей Ω𝑖𝑖𝑖𝑖 , Ω𝑙𝑙𝑙𝑙 , 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω при отображении {𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦} → {𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜂𝜂} 

 

Используя (5) мы получим, что первые два граничных условия, вытекающие из ℧��⃗ (𝑖𝑖𝑖𝑖) = ℧��⃗ (𝑙𝑙𝑙𝑙), 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗
(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗

(𝑙𝑙𝑙𝑙)
 имеют вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷0

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹0
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷0

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹0
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

 

при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. 

Рассмотрим вектор напряжения 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗  в произвольном точке контура 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Он может быть представлен в виде 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗ = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝚤𝚤𝚤𝚤��⃗ ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 , где 𝑒𝑒𝑒𝑒1���⃗ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒2���⃗ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗  -векторы местного координатного базиса, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 = (𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖���⃗ ),𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗  -вектор нормали. Так как 
𝜕𝜕𝜕𝜕Ω является координатной линией 𝜂𝜂𝜂𝜂, то вектор 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗  касателен к 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Поэтому 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = �𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ � = �𝑔𝑔𝑔𝑔11 = ℎ

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 −

cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)
1
2,𝑐𝑐𝑐𝑐2 = �𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗ � = 0. 

Следовательно 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗ = �𝜏𝜏𝜏𝜏𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ + 𝜏𝜏𝜏𝜏𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗ ��𝑔𝑔𝑔𝑔11. 

Это приводит к следующим условиям 

𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 + 𝜏𝜏𝜏𝜏0
𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 + 𝜏𝜏𝜏𝜏0

𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  

при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. При этом 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  должны быть выражены через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖) a 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  и 𝜏𝜏𝜏𝜏0
𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏0

𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  -
соответственно через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑙𝑙𝑙𝑙) и 𝜑𝜑𝜑𝜑0,𝜓𝜓𝜓𝜓0. 

Таким образом, рассматриваемая краевая задача состоит в нахождении функций 𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)удовлетворяю-
щих уравнениям (3) в областях Ω�(𝑖𝑖𝑖𝑖), Ω�(𝑙𝑙𝑙𝑙) соответственно. 

Кроме того должны выполнены условия периодичности 

𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋),𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋), 

𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋),𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋). 
и условия ограниченности искомых функций при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0. Фигурирующие в граничных условиях функции 𝛷𝛷𝛷𝛷0,𝛹𝛹𝛹𝛹0 яв-

ляются известными и задаются выражениями (4). 
 

Здесь 𝑔𝑔𝑔𝑔-инвариант метрического тензора 𝑔𝑔𝑔𝑔 = det‖𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖‖. 

Для выбранной системы координат имеем [3, с. 123]: 

𝑔𝑔𝑔𝑔11 = 𝑔𝑔𝑔𝑔22 =
ℎ2

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂),𝑔𝑔𝑔𝑔33 = 0,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, (𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘𝑘𝑘). 

Таким образом 

�𝑔𝑔𝑔𝑔 =
ℎ2

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂);  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 . 

Отсюда вытекает, что 

�rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

= �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �𝑔𝑔𝑔𝑔11 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

= �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂
𝑔𝑔𝑔𝑔22 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝑧𝑧𝑧𝑧

= 0 

следовательно 

℧𝜉𝜉𝜉𝜉 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

,℧𝜂𝜂𝜂𝜂 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

 (5) 

Искомый вектор перемещения выражается через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖) и 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑙𝑙𝑙𝑙) в области Ω�𝑖𝑖𝑖𝑖  и Ω�𝑙𝑙𝑙𝑙 соответственно (рис. 2) 

 

Рис. 2. Образы Ω�𝑖𝑖𝑖𝑖 , Ω�𝑙𝑙𝑙𝑙, 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω� областей Ω𝑖𝑖𝑖𝑖 , Ω𝑙𝑙𝑙𝑙 , 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω при отображении {𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦} → {𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜂𝜂} 

 

Используя (5) мы получим, что первые два граничных условия, вытекающие из ℧��⃗ (𝑖𝑖𝑖𝑖) = ℧��⃗ (𝑙𝑙𝑙𝑙), 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗
(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗

(𝑙𝑙𝑙𝑙)
 имеют вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷0

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹0
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷0

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹0
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

 

при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. 

Рассмотрим вектор напряжения 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗  в произвольном точке контура 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Он может быть представлен в виде 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗ = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝚤𝚤𝚤𝚤��⃗ ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 , где 𝑒𝑒𝑒𝑒1���⃗ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒2���⃗ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗  -векторы местного координатного базиса, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 = (𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖���⃗ ),𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗  -вектор нормали. Так как 
𝜕𝜕𝜕𝜕Ω является координатной линией 𝜂𝜂𝜂𝜂, то вектор 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗  касателен к 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Поэтому 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = �𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ � = �𝑔𝑔𝑔𝑔11 = ℎ

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 −

cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)
1
2,𝑐𝑐𝑐𝑐2 = �𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗ � = 0. 

Следовательно 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗ = �𝜏𝜏𝜏𝜏𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ + 𝜏𝜏𝜏𝜏𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗ ��𝑔𝑔𝑔𝑔11. 

Это приводит к следующим условиям 

𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 + 𝜏𝜏𝜏𝜏0
𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 + 𝜏𝜏𝜏𝜏0

𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  

при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. При этом 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  должны быть выражены через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖) a 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  и 𝜏𝜏𝜏𝜏0
𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏0

𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  -
соответственно через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑙𝑙𝑙𝑙) и 𝜑𝜑𝜑𝜑0,𝜓𝜓𝜓𝜓0. 

Таким образом, рассматриваемая краевая задача состоит в нахождении функций 𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)удовлетворяю-
щих уравнениям (3) в областях Ω�(𝑖𝑖𝑖𝑖), Ω�(𝑙𝑙𝑙𝑙) соответственно. 

Кроме того должны выполнены условия периодичности 

𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋),𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋), 

𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋),𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋). 
и условия ограниченности искомых функций при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0. Фигурирующие в граничных условиях функции 𝛷𝛷𝛷𝛷0,𝛹𝛹𝛹𝛹0 яв-

ляются известными и задаются выражениями (4). 
 

Здесь 𝑔𝑔𝑔𝑔-инвариант метрического тензора 𝑔𝑔𝑔𝑔 = det‖𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖‖. 

Для выбранной системы координат имеем [3, с. 123]: 

𝑔𝑔𝑔𝑔11 = 𝑔𝑔𝑔𝑔22 =
ℎ2

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂),𝑔𝑔𝑔𝑔33 = 0,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, (𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘𝑘𝑘). 

Таким образом 

�𝑔𝑔𝑔𝑔 =
ℎ2

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂);  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 . 

Отсюда вытекает, что 

�rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

= �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �𝑔𝑔𝑔𝑔11 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

= �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂
𝑔𝑔𝑔𝑔22 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝑧𝑧𝑧𝑧

= 0 

следовательно 

℧𝜉𝜉𝜉𝜉 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

,℧𝜂𝜂𝜂𝜂 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

 (5) 

Искомый вектор перемещения выражается через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖) и 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑙𝑙𝑙𝑙) в области Ω�𝑖𝑖𝑖𝑖  и Ω�𝑙𝑙𝑙𝑙 соответственно (рис. 2) 

 

Рис. 2. Образы Ω�𝑖𝑖𝑖𝑖 , Ω�𝑙𝑙𝑙𝑙, 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω� областей Ω𝑖𝑖𝑖𝑖 , Ω𝑙𝑙𝑙𝑙 , 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω при отображении {𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦} → {𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜂𝜂} 

 

Используя (5) мы получим, что первые два граничных условия, вытекающие из ℧��⃗ (𝑖𝑖𝑖𝑖) = ℧��⃗ (𝑙𝑙𝑙𝑙), 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗
(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗

(𝑙𝑙𝑙𝑙)
 имеют вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷0

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹0
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷0

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹0
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

 

при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. 

Рассмотрим вектор напряжения 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗  в произвольном точке контура 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Он может быть представлен в виде 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗ = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝚤𝚤𝚤𝚤��⃗ ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 , где 𝑒𝑒𝑒𝑒1���⃗ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒2���⃗ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗  -векторы местного координатного базиса, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 = (𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖���⃗ ),𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗  -вектор нормали. Так как 
𝜕𝜕𝜕𝜕Ω является координатной линией 𝜂𝜂𝜂𝜂, то вектор 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗  касателен к 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Поэтому 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = �𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ � = �𝑔𝑔𝑔𝑔11 = ℎ

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 −

cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)
1
2,𝑐𝑐𝑐𝑐2 = �𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗ � = 0. 

Следовательно 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗ = �𝜏𝜏𝜏𝜏𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ + 𝜏𝜏𝜏𝜏𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗ ��𝑔𝑔𝑔𝑔11. 

Это приводит к следующим условиям 

𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 + 𝜏𝜏𝜏𝜏0
𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 + 𝜏𝜏𝜏𝜏0

𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  

при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. При этом 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  должны быть выражены через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖) a 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  и 𝜏𝜏𝜏𝜏0
𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏0

𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  -
соответственно через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑙𝑙𝑙𝑙) и 𝜑𝜑𝜑𝜑0,𝜓𝜓𝜓𝜓0. 

Таким образом, рассматриваемая краевая задача состоит в нахождении функций 𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)удовлетворяю-
щих уравнениям (3) в областях Ω�(𝑖𝑖𝑖𝑖), Ω�(𝑙𝑙𝑙𝑙) соответственно. 

Кроме того должны выполнены условия периодичности 

𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋),𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋), 

𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋),𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋). 
и условия ограниченности искомых функций при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0. Фигурирующие в граничных условиях функции 𝛷𝛷𝛷𝛷0,𝛹𝛹𝛹𝛹0 яв-

ляются известными и задаются выражениями (4). 
 

Здесь 𝑔𝑔𝑔𝑔-инвариант метрического тензора 𝑔𝑔𝑔𝑔 = det‖𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖‖. 

Для выбранной системы координат имеем [3, с. 123]: 

𝑔𝑔𝑔𝑔11 = 𝑔𝑔𝑔𝑔22 =
ℎ2

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂),𝑔𝑔𝑔𝑔33 = 0,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, (𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘𝑘𝑘). 

Таким образом 

�𝑔𝑔𝑔𝑔 =
ℎ2

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂);  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 . 

Отсюда вытекает, что 

�rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

= �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �𝑔𝑔𝑔𝑔11 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

= �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂
𝑔𝑔𝑔𝑔22 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝑧𝑧𝑧𝑧

= 0 

следовательно 

℧𝜉𝜉𝜉𝜉 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

,℧𝜂𝜂𝜂𝜂 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

 (5) 

Искомый вектор перемещения выражается через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖) и 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑙𝑙𝑙𝑙) в области Ω�𝑖𝑖𝑖𝑖  и Ω�𝑙𝑙𝑙𝑙 соответственно (рис. 2) 

 

Рис. 2. Образы Ω�𝑖𝑖𝑖𝑖 , Ω�𝑙𝑙𝑙𝑙, 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω� областей Ω𝑖𝑖𝑖𝑖 , Ω𝑙𝑙𝑙𝑙 , 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω при отображении {𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦} → {𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜂𝜂} 

 

Используя (5) мы получим, что первые два граничных условия, вытекающие из ℧��⃗ (𝑖𝑖𝑖𝑖) = ℧��⃗ (𝑙𝑙𝑙𝑙), 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗
(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗

(𝑙𝑙𝑙𝑙)
 имеют вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷0

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹0
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷0

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹0
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

 

при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. 

Рассмотрим вектор напряжения 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗  в произвольном точке контура 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Он может быть представлен в виде 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗ = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝚤𝚤𝚤𝚤��⃗ ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 , где 𝑒𝑒𝑒𝑒1���⃗ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒2���⃗ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗  -векторы местного координатного базиса, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 = (𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖���⃗ ),𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗  -вектор нормали. Так как 
𝜕𝜕𝜕𝜕Ω является координатной линией 𝜂𝜂𝜂𝜂, то вектор 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗  касателен к 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Поэтому 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = �𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ � = �𝑔𝑔𝑔𝑔11 = ℎ

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 −

cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)
1
2,𝑐𝑐𝑐𝑐2 = �𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗ � = 0. 

Следовательно 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗ = �𝜏𝜏𝜏𝜏𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ + 𝜏𝜏𝜏𝜏𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗ ��𝑔𝑔𝑔𝑔11. 

Это приводит к следующим условиям 

𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 + 𝜏𝜏𝜏𝜏0
𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 + 𝜏𝜏𝜏𝜏0

𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  

при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. При этом 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  должны быть выражены через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖) a 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  и 𝜏𝜏𝜏𝜏0
𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏0

𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  -
соответственно через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑙𝑙𝑙𝑙) и 𝜑𝜑𝜑𝜑0,𝜓𝜓𝜓𝜓0. 

Таким образом, рассматриваемая краевая задача состоит в нахождении функций 𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)удовлетворяю-
щих уравнениям (3) в областях Ω�(𝑖𝑖𝑖𝑖), Ω�(𝑙𝑙𝑙𝑙) соответственно. 

Кроме того должны выполнены условия периодичности 

𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋),𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋), 

𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋),𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋). 
и условия ограниченности искомых функций при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0. Фигурирующие в граничных условиях функции 𝛷𝛷𝛷𝛷0,𝛹𝛹𝛹𝛹0 яв-

ляются известными и задаются выражениями (4). 
 

Здесь 𝑔𝑔𝑔𝑔-инвариант метрического тензора 𝑔𝑔𝑔𝑔 = det‖𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖‖. 

Для выбранной системы координат имеем [3, с. 123]: 

𝑔𝑔𝑔𝑔11 = 𝑔𝑔𝑔𝑔22 =
ℎ2

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂),𝑔𝑔𝑔𝑔33 = 0,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, (𝑖𝑖𝑖𝑖 ≠ 𝑘𝑘𝑘𝑘). 

Таким образом 

�𝑔𝑔𝑔𝑔 =
ℎ2

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 − cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂);  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 . 

Отсюда вытекает, что 

�rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜉𝜉𝜉𝜉

= �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �𝑔𝑔𝑔𝑔11 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂

= �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝜂𝜂𝜂𝜂
𝑔𝑔𝑔𝑔22 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜓𝜓𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, �rot𝜓𝜓𝜓𝜓𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗ �
𝑧𝑧𝑧𝑧

= 0 

следовательно 

℧𝜉𝜉𝜉𝜉 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

,℧𝜂𝜂𝜂𝜂 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜑𝜑𝜑𝜑
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

 (5) 

Искомый вектор перемещения выражается через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖) и 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑙𝑙𝑙𝑙) в области Ω�𝑖𝑖𝑖𝑖  и Ω�𝑙𝑙𝑙𝑙 соответственно (рис. 2) 

 

Рис. 2. Образы Ω�𝑖𝑖𝑖𝑖 , Ω�𝑙𝑙𝑙𝑙, 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω� областей Ω𝑖𝑖𝑖𝑖 , Ω𝑙𝑙𝑙𝑙 , 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω при отображении {𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦} → {𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝜂𝜂𝜂𝜂} 

 

Используя (5) мы получим, что первые два граничных условия, вытекающие из ℧��⃗ (𝑖𝑖𝑖𝑖) = ℧��⃗ (𝑙𝑙𝑙𝑙), 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗
(𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗

(𝑙𝑙𝑙𝑙)
 имеют вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷0

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹0
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂

, 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉
=
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛷𝛷𝛷𝛷0

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜂𝜂𝜂𝜂
−
𝜕𝜕𝜕𝜕𝛹𝛹𝛹𝛹0
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉𝜉𝜉

 

при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. 

Рассмотрим вектор напряжения 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗  в произвольном точке контура 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Он может быть представлен в виде 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗ = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝚤𝚤𝚤𝚤��⃗ ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 , где 𝑒𝑒𝑒𝑒1���⃗ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒2���⃗ = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗  -векторы местного координатного базиса, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 = (𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖���⃗ ),𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗  -вектор нормали. Так как 
𝜕𝜕𝜕𝜕Ω является координатной линией 𝜂𝜂𝜂𝜂, то вектор 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗  касателен к 𝜕𝜕𝜕𝜕Ω. Поэтому 𝑐𝑐𝑐𝑐1 = �𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ � = �𝑔𝑔𝑔𝑔11 = ℎ

2
(ch2𝜉𝜉𝜉𝜉 −

cos 2𝜂𝜂𝜂𝜂)
1
2,𝑐𝑐𝑐𝑐2 = �𝑐𝑐𝑐𝑐�⃗ , 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗ � = 0. 

Следовательно 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛���⃗ = �𝜏𝜏𝜏𝜏𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜉𝜉𝜉𝜉���⃗ + 𝜏𝜏𝜏𝜏𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 ∙ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜂𝜂𝜂𝜂���⃗ ��𝑔𝑔𝑔𝑔11. 

Это приводит к следующим условиям 

𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 + 𝜏𝜏𝜏𝜏0
𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂 + 𝜏𝜏𝜏𝜏0

𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  

при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜉𝜉0, 0 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 < 2𝜋𝜋𝜋𝜋. При этом 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  должны быть выражены через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑖𝑖𝑖𝑖) a 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏(𝑙𝑙𝑙𝑙)𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  и 𝜏𝜏𝜏𝜏0
𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 , 𝜏𝜏𝜏𝜏0

𝜉𝜉𝜉𝜉𝜂𝜂𝜂𝜂  -
соответственно через 𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑙𝑙𝑙𝑙) и 𝜑𝜑𝜑𝜑0,𝜓𝜓𝜓𝜓0. 

Таким образом, рассматриваемая краевая задача состоит в нахождении функций 𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖),𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙),𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)удовлетворяю-
щих уравнениям (3) в областях Ω�(𝑖𝑖𝑖𝑖), Ω�(𝑙𝑙𝑙𝑙) соответственно. 

Кроме того должны выполнены условия периодичности 

𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛷𝛷𝛷𝛷(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋),𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛷𝛷𝛷𝛷𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋), 

𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛹𝛹𝛹𝛹(𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋),𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 0) = 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝜉𝜉𝜉𝜉, 2𝜋𝜋𝜋𝜋). 
и условия ограниченности искомых функций при 𝜉𝜉𝜉𝜉 = 0. Фигурирующие в граничных условиях функции 𝛷𝛷𝛷𝛷0,𝛹𝛹𝛹𝛹0 яв-

ляются известными и задаются выражениями (4). 
 

Рис. 2. Образы Ω̃𝑖𝑖  , Ω̃𝑙𝑙  , 𝜕𝜕Ω̃  областей Ω𝑖𝑖  , Ω𝑙𝑙  , 𝜕𝜕Ω  при отображении {𝑥𝑥, 𝑦𝑦} → {𝜉𝜉, 𝜂𝜂} 
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Использование полумарковского процесса для систем защиты информации
Алламурадова Мерджен Кеминеевна, преподаватель

Туркменский государственный университет имени Махтумкули (г. Ашхабад, Туркменистан)

В статье рассматривается модель полумарковского процесса для использования в моделировании систем защиты информации.
Ключевые слова: система информационной безопасности, информационная система, полумарковские процессы, модели за-

щиты информации.

Система информационной безопасности (СИБ) представ-
ляет собой комплекс законодательных, организационных, 

технических и других мер и средств, обеспечивающих защиту 
важной информации от угроз и каналов потери в соответствии 
с заявленными требованиями.

Автор провел исследование [1] по математическим моделям 
информационных систем. Состояние информационных систем 
и систем информационной безопасности моделировалось как 
полумарковский процесс. Применение полумарковских про-
цессов при создании СИБ классифицировалось через матрицу 
связей элементов.

В связи с интенсивным развитием и широким распростра-
нением информационных технологий разработка СИБ стала 
важной частью процесса создания информационных систем. 
На момент исследования возникла проблема борьбы с новей-
шими угрозами (так называемые «атаки нулевого дня»). Для по-
вышения эффективности моделирования при проектировании 
функционирования и реакции на атаки информационных си-
стем могут быть применены полумарковские процессы.

Многомерная (интегральная) задача информационной без-
опасности требует реализации системного подхода, включаю-
щего моделирование процессов защиты на основе научных ме-
тодов.

Особенности решения такой задачи заключаются в  следу-
ющем.

1. Наличие множественности критериев, связанное с необ-
ходимостью учета большого количества отдельных показателей 
(требований);

2. Неполнота и неясность исходной информации;
3. Невозможность применения классических методов оп-

тимизации;
4. Необходимость получения как качественных, так и ко-

личественных показателей эффективности системы информа-
ционной безопасности.

Системный подход к  информационной безопасности — 
это способ мышления и  анализа, согласно которому система 

безопасности рассматривается как совокупность взаимосвя-
занных элементов, имеющих общую цель — обеспечение ин-
формационной безопасности. При целенаправленном соеди-
нении элементов СИБ приобретает специфические свойства, 
изначально не присущие ни одному из ее компонентов.

С методической точки зрения определение эффективности 
СИБ заключается в  измерении соответствующих показателей 
и вынесении суждения о соответствии тех или иных методов 
и средств защиты заданным требованиям и назначению СИБ.

Следовательно, процесс создания СИБ подразумевает уста-
новление жестких логических и функциональных связей между 
разнородными элементами безопасности. Таким образом, сни-
жается значимость свойств отдельных элементов СИБ, а общие 
задачи системы выдвигаются на первый план. Как показывает 
практика, именно качество заявленных соединений определяет 
эффективность системы безопасности в целом.

Для повышения эффективности СИБ можно использо-
вать системный подход к информационным системам, предло-
женный В. В. Домаревым в  [2]. Подход определяет взаимосвязь 
между понятиями, определениями, принципами, методами 
и механизмами обеспечения безопасности. Системный подход 
применим не только при создании СИБ, но и  на всех этапах 
жизненного цикла информационных систем. Таким образом, 
все инструменты, методы и  меры, используемые для обеспе-
чения безопасности, объединяются в единый механизм.

Модель информационной системы, используемая в  си-
стемном подходе, разделена на три группы элементов: основы 
(из чего состоит), направления (для чего предназначена), этапы 
(как работает). Отношения между компонентами представлены 
в виде матрицы знаний (представленной в Таблице 1), где содер-
жание каждого элемента описывает взаимосвязь составляющих.

Состояние информационной системы, как и  СИБ, можно 
описать как непрерывный во времени полумарковский про-
цесс, имеющий произвольную матрицу вероятности перехода 
и все времена удержания, заданные экспоненциальным распре-
делением (1).
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hij(t) = λe–λt,  1 ≤ i, j ≤ N.  (1)

Тогда матрица вероятности интервального перехода будет 
описываться формулой (2).

Ф𝑒𝑒(𝑠𝑠) = [𝑠𝑠 + 𝜆𝜆(𝐼𝐼 − 𝑃𝑃)]−1 = [𝐼𝐼 + 𝜆𝜆
𝑠𝑠 (𝐼𝐼 − 𝑃𝑃)]

−1
∙ 1𝑠𝑠,         

(2)

и граф состояний будет иметь одну из двух форм, пока-
занных на рис. 1.

Приведенное выше описание состояния ИС можно при-
нять за основу ее обобщенной модели функционирования. Ос-
новное назначение обобщенных моделей состоит в  создании 
характеристик для объективной оценки общего состояния 
ИС. Необходимость в оценках обычно появляется при анализе 
общей ситуации с целью принятия решений при организации 
безопасности. Общие модели систем и процессов информаци-
онной безопасности — это модели, позволяющие определить 
общие характеристики рассматриваемых систем и процессов.
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Рис. 1. Матричные потоковые графы полумарковского процесса с непрерывным временем
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Ниже представлен краткий список и  описание моделей, 
в которых могут быть применены полумарковские процессы.

Общая модель процесса обеспечения информационной без-
опасности. Эта модель в общем виде и для общего защищае-
мого объекта должна отображать процесс обеспечения инфор-
мационной безопасности как процесс взаимосвязи случайных 
дестабилизирующих факторов, воздействующих на инфор-
мацию, и средств защиты информации, препятствующих дей-
ствию этих факторов. Результатом сотрудничества станет опре-
деленный уровень информационной безопасности;

Обобщенная модель СИБ. Обобщенная модель СИБ должна 
отображать основные процедуры, выполняемые внутри си-
стемы с целью эффективного использования процессов обеспе-
чения информационной безопасности. Эти процессы в общем 
виде можно представить, как распределение и использование 
ресурсов информационной безопасности как реакции на слу-
чайные изменения воздействия дестабилизирующих факторов;

Модель общей оценки информационных угроз. Основная 
цель этой модели — оценка не просто информационных угроз, 

но и тех потерь, которые могут иметь место в результате раз-
личных угроз. В моделях этого направления в наибольшей сте-
пени раскрываются условия, при которых оценки могут быть 
разумны реальным процессам информационной безопас-
ности;

Модели анализа систем, разграничивающих доступ к  ре-
сурсам ИС. Модели этого класса предназначены для поддержки 
решения задач анализа и синтеза систем, дифференцирующих 
доступ к различным типам ресурсов ИС.

Определение этих моделей в самостоятельный класс общих 
моделей подтверждается тем, что механизмы разграничения 
доступа относятся к  наиболее содержательным компонентам 
СИБ, а  общая эффективность обеспечения информационной 
безопасности в информационной системе не зависит от эффек-
тивности доступа. дифференциация в  значительной степени. 
В  этих моделях полумарковский процесс может иллюстриро-
вать доступ к информации с разной степенью секретности, где 
состояниями будут аутентификации на разных уровнях без-
опасности.
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Сервисы безопасности в публичном облаке AWS
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Широкое внедрение облачных решений, в частности Amazon Web Services (AWS), вызвало обеспокоенность по поводу безопас-
ности. AWS разработала различные службы мониторинга безопасности для решения этих проблем. Это исследование посвящено 
оценке эффективности четырех инструментов мониторинга безопасности AWS (GuardDuty, Inspector, Security Hub и Trusted Ad-
visor) в выявлении и предотвращении угроз безопасности в общедоступных облачных средах. Тесты были проведены в лабораторных 
условиях для анализа возможностей каждого инструмента. Результаты показали, что выбранные инструменты мониторинга 
безопасности обеспечивают хороший базовый охват различных областей безопасности в AWS cloud, включая поведение пользова-
телей, поведение экземпляра EC2 и статистику потоков. Однако в силу возмозностей технологии не предполагалось обеспечить 
100%-ный охват каждой среды. Установка таких систем проста во внедрении и использовании, и для получения значительных пре-
имуществ не требуются экспертные знания. В целом, это исследование дает ценную информацию об эффективности инстру-
ментов мониторинга безопасности AWS и  может помочь организациям повысить уровень безопасности в  общедоступных об-
лачных средах.

Ключевые слова: AWS, GuardDuty, Inspector, Security Hub, мониторинг информационной безопасности, Trusted Advisor.

Использование общедоступных облачных сервисов быстро 
растет, и AWS является одним из ведущих поставщиков 

облачных сервисов. Однако с расширением использования об-
щедоступного облака проблемы безопасности стали серьезной 
проблемой. Безопасность данных и приложений, размещенных 
в облаке, является серьезной проблемой для организаций, ис-
пользующих общедоступные облачные сервисы. Нарушения 
безопасности могут привести к  потере данных, юридической 

ответственности и  ущербу репутации. Поэтому важно иметь 
эффективные меры безопасности для предотвращения и  об-
наружения угроз безопасности в  общедоступных облачных 
средах AWS.

За последние пять лет в нескольких публикациях подчерки-
валась важность мониторинга безопасности в общедоступных 
облачных средах. о данным аналитиков из Gartner, к 2025 году 
свыше 85% компаний перейдут на стратегию, где облачные тех-
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нологии будут в центре внимания, поскольку без них полное 
осуществление цифровых стратегий станет невозможным, при 
этом безопасность и  соответствие требованиям будут глав-
ными проблемами для организаций, переходящих в облако [1]. 
В  2020  году Альянс по облачной безопасности опубликовал 
свой отчет «Основные угрозы облачным вычислениям», в ко-
тором неправильная настройка и контроль изменений были на-
званы двумя основными рисками облачной безопасности [2].

Несмотря на эти предупреждения, многие организации про-
должают бороться за внедрение эффективного мониторинга 
безопасности в своих общедоступных облачных средах. Тради-
ционные инструменты и процессы обеспечения безопасности 
могут не подходить для динамичного характера облачных сред, 
что затрудняет поддержание видимости и контроля. В резуль-
тате растет потребность в  исследованиях для выявления эф-
фективных методов мониторинга безопасности, которые могут 
быть применены в  общедоступных облачных средах AWS. 
В этой статье представлено исследование по мониторингу без-
опасности в общедоступных облачных средах AWS с акцентом 
на четыре из этих служб, а именно GuardDuty, Inspector, Security 

Hub и  Trusted Advisor. Целью данного исследования является 
пердоставление обзора указанных выше служб, их функций 
и областей, которые они охватывают.

Компоненты безопасности AWS

AWS предлагает широкий спектр служб безопасности, охва-
тывающих различные домены, аналогично другим своим сер-
висам. Это исследование сосредоточено на безопасности обще-
доступного облака AWS и, следовательно, выбранные службы 
безопасности, а  именно Inspector, GuardDuty, Security Hub 
и Trusted Advisor будут рассмотрены в последующих разделах. 
Тем не менее, прежде чем углубляться в  специфику этих сер-
висов, следует ознакомиться с  общим обзором безопасности 
AWS.

На конференции AWS re: Inforce в 2019 году Бекки Вайс пред-
ставила схему обеспечения безопасности AWS, изображенную 
на рис. 1 [3]. На иллюстрации показано, что AWS security можно 
разделить на три основные категории: управление разреше-
ниями, шифрование данных и контроль сетевой безопасности.

Рис. 1. Компоненты информационной безопасности AWS [1, с. 3]

Управление разрешениями является краеугольным камнем 
безопасности AWS, позволяя организациям эффективно кон-
тролировать доступ к  ресурсам AWS. Вайс подчеркнул важ-
ность реализации принципа наименьших привилегий, при ко-
тором пользователям предоставляются только разрешения, 
необходимые для выполнения назначенных задач. Такой подход 
сводит к минимуму риск несанкционированного доступа и по-
тенциальных утечек данных. AWS Identity and Access Manage-
ment (IAM) играет ключевую роль в управлении разрешениями, 
предлагая детальный контроль над разрешениями пользова-
телей с помощью политик и ролей. Организациям рекоменду-
ется регулярно пересматривать и  аудировать конфигурации 
IAM для обеспечения соответствия передовым методам обес-
печения безопасности и меняющимся бизнес-требованиям.

Шифрование данных необходимо для защиты конфиденци-
альности и целостности данных в средах AWS. Вайс подчеркнул 
важность шифрования данных как при передаче, так и  в  со-
стоянии покоя для снижения риска несанкционированного пе-
рехвата или доступа. AWS предоставляет надежные механизмы 
шифрования, включая AWS Key Management Service (KMS) для 
управления ключами шифрования и AWS CloudHSM для аппа-
ратного управления ключами. Используя шифрование, органи-
зации могут защитить конфиденциальные данные от потенци-
альных угроз, тем самым укрепляя свою систему безопасности 
и соблюдая нормативные требования.

Эффективные средства контроля сетевой безопасности не-
обходимы для защиты ресурсов AWS от внешних угроз и по-
пыток несанкционированного доступа. Вайс выступал за вне-
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дрение комплексных мер сетевой безопасности, таких как 
виртуальное частное облако (VPC), группы безопасности 
и  списки контроля доступа к  сети (NACL), для обеспечения 
строгого контроля доступа и  фильтрации трафика. Кроме 
того, AWS предлагает набор управляемых служб безопасности, 
включая AWS WAF (брандмауэр веб-приложений) и AWS Shield, 
для защиты от распространенных веб-атак и DDoS-атак (рас-
пределенный отказ в обслуживании). Применяя комплексный 
подход к  сетевой безопасности, организации могут укрепить 
свою инфраструктуру AWS против широкого спектра кибер-
угроз.

Придерживаясь этих основополагающих принципов и  ис-
пользуя надежные службы безопасности AWS, организации 
могут создать устойчивую систему безопасности в своих средах 
AWS, тем самым защищая от потенциальных угроз и  обеспе-
чивая конфиденциальность, целостность и доступность своих 
информационных ресурсов.

Сервисы информационной безопасности AWS

GuardDuty

Выявление потенциальных угроз, как существующих, так 
и  возникающих, всегда было важнейшим аспектом кибербез-
опасности. Учитывая растущую актуальность этой области, 
Amazon внедрила GuardDuty для удовлетворения потребности 
в обнаружении угроз.

GuardDuty использует машинное обучение, обнаружение 
аномалий и анализ угроз для анализа огромных объемов данных 
журнала с нескольких конечных точек и генерации предупре-
ждений на основе заранее определенных критериев. Данные 
журнала, необходимые для обнаружения, получены из трех ис-
точников: журналов событий CloudTrail, журналов потока VPC 
и журналов DNS. CloudTrail отслеживает историю вызовов API 

для учетной записи пользователя, в то время как журналы по-
токов VPC собирают информацию о  входящем и  исходящем 
трафике на интерфейсах VPC, а журналы DNS отслеживают за-
просы и ответы DNS. На основе полученных данных журнала 
GuardDuty генерирует выводы о безопасности, которые запу-
скаются, когда данные соответствуют определенным предопре-
деленным критериям. [4] Архитектура GuardDuty показана на 
рис. 2.

GuardDuty может быть включен для каждой учетной за-
писи AWS, и выставление счетов зависит от объема проанали-
зированных журналов. Пользователи также могут приглашать 
другие учетные записи для привязки к  своей учетной записи 
в GuardDuty, при этом одна учетная запись выступает в качестве 
основной, а другие — в качестве участников. Однако GuardDuty 
имеет определенные ограничения, например, пользователи не 
могут создавать пользовательские результаты, а максимальное 
количество участников ограничено 1000 [5].

Inspector

Amazon Inspector — это инструмент оценки безопасности, 
предназначенный для оценки защищенности инстансов Am-
azon EC2. Он позволяет пользователям выполнять оценку без-
опасности в широком масштабе, причем область действия уста-
навливается пользователем или для отдельных инстансов. Для 
проведения этих оценок на хостах устанавливаются агенты In-
spector, которые отслеживают поведение системы и собирают 
данные о конфигурации.

По завершении оценки пользователи получают отчет с пере-
числением потенциальных угроз безопасности и неправильных 
настроек, а  также рекомендации по устранению. Inspector 
имеет встроенную библиотеку, состоящую из наборов правил, 
отчетов и информации об уязвимостях, которые постоянно об-
новляются специальной командой Amazon [6].

Рис. 2. Архитектура Guard Duty [2, с. 5]
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Пользователи могут настраивать шаблоны оценки, чтобы 
определить, какие правила использовать, куда отправлять ре-
зультаты и объем оценки. Мощные функции Inspector делают 
его подходящим как для начинающих, так и для опытных поль-
зователей. К инструменту можно получить доступ через кон-
соль на основе браузера, и пользователи могут писать свои соб-
ственные сценарии, используя инструменты командной строки 
AWS. Кроме того, Inspector имеет собственные SDK и API для 
пользователей, которые хотят взаимодействовать с  ним про-
граммно [7].

Security Hub

Security Hub — это инструмент централизованного управ-
ления различными продуктами безопасности в среде AWS. Он 
упрощает управление несколькими службами безопасности, 
организуя оповещения о безопасности и проблемы на основе 
пользовательских конфигураций. Он выполняет автоматиче-
ские проверки соответствия в  фоновом режиме и  выдает ре-
зультаты, если есть какие-либо отклонения от наилучших 
практик.

Security Hub использует формат AWS Security Finding для 
выявления проблем безопасности и предлагает целостное пред-
ставление о  средах безопасности за счет интеграции данных 
о безопасности из нескольких источников. Security Hub может 
быть интегрирован с CloudWatch, что позволяет автоматизиро-
вать процессы устранения проблем безопасности.

Пользователи могут настраивать действия, которые могут 
выполняться автоматически при обнаружении нарушений без-
опасности, такие как отправка результатов в SIEMs или SOAR, 
системы продажи билетов или SNS. Security Hub может быть 
включен в любой учетной записи, и пользователи могут при-
глашать других пользователей подключаться к  их службе Se-
curity Hub. Он собирает данные о безопасности в средах AWS 
от различных служб безопасности, и эти данные можно систе-
матизировать и  архивировать на срок до 90 дней  [8]. Анали-
тические данные также можно использовать для группировки 
связанных данных о безопасности для лучшей наглядности. Se-
curity Hub предлагает свои собственные результаты, но поль-
зователи также могут создавать свои собственные индивиду-
альные результаты.

Trusted Advisor

Trusted Advisor — это сервис, предлагаемый Amazon, ко-
торый предоставляет рекомендации и лучшие практики в раз-
личных категориях AWS, включая безопасность. Он был 
запущен в 2013 году и в настоящее время состоит из пяти кате-
горий: оптимизация затрат, производительность, отказоустой-
чивость, ограничения обслуживания и  безопасность. Поль-
зователи могут бесплатно получить доступ к  семи основным 
проверкам безопасности, а также бесплатно включить уведом-
ления Trusted Advisor для получения уведомлений о  резуль-
татах по электронной почте. Сервис является частью консоли 
управления AWS, и пользователи также могут взаимодейство-
вать с ним через API.

Бесплатная версия Trusted Advisor включает в себя несколько 
проверок безопасности, таких как разрешения корзины S3, ис-
пользование IAM и  MFA для учетной записи root. Платные 
версии предлагают расширенные области, связанные с безопас-
ностью, такие как управление ключами и SSL-сертификаты [9]. 
Результаты проверки Trusted Advisor могут быть отправлены 
непосредственно в CloudWatch, где могут быть созданы пользо-
вательские правила для запуска различных действий, таких как 
автоматизация процессов смягчения последствий или отправка 
уведомлений. Amazon предоставила тринадцатиэтапное руко-
водство по созданию правила событий CloudWatch для Trusted 
Advisor, которое можно найти на их веб-сайте. Помимо сообра-
жений безопасности, Trusted Advisor также может быть полезен 
для оптимизации затрат, производительности и стабильности 
системы. Он предлагает безопасную платформу с присущими 
ей функциями безопасности и  возможностью настройки, что 
делает его популярным выбором для крупных корпораций, 
учреждений и финансовых организаций.

Материалы и методы исследования

В исследовании, проведенном для оценки эффективности 
решений AWS для мониторинга безопасности, использовалась 
комбинация качественных и количественных методов. Сначала 
был проведен опрос для сбора информации об использовании 
организациями инструментов мониторинга безопасности AWS. 
Опрос был разослан 200 специалистам по ИТ-безопасности, 
и 97 респондентов заполнили его. Вопросы опроса охватывали 
такие темы, как типы используемых средств безопасности, ча-
стота использования инструментов и  уровень удовлетворен-
ности инструментами.

В дополнение к опросу исследователи провели серию экспе-
риментов, чтобы оценить эффективность нескольких решений 
для мониторинга безопасности AWS. В частности, они оценили 
эффективность Amazon GuardDuty, AWS Security Hub, AWS 
Trusted Advisor и Amazon Inspector. Эти инструменты были вы-
браны потому, что они являются одними из наиболее часто 
используемых решений для мониторинга безопасности AWS 
и охватывают целый ряд вариантов использования в сфере без-
опасности.

Эксперименты включали моделирование различных угроз 
безопасности и атак, таких как сканирование сети, портов и за-
ражение вредоносными программами, а  затем использование 
инструментов мониторинга для обнаружения этих угроз и реа-
гирования на них. Исследователи оценивали инструменты на 
основе нескольких показателей, включая точность обнару-
жения, время отклика и простоту использования.

Результаты исследования показали, что большинство опро-
шенных организаций (75%) используют решения AWS для 
мониторинга безопасности. Из них наиболее часто исполь-
зуемыми решениями были AWS CloudTrail (69%), Amazon 
CloudWatch (59%) и  Amazon GuardDuty (49%). Исследователи 
обнаружили, что GuardDuty является наиболее эффективным 
инструментом для обнаружения угроз безопасности с  точно-
стью обнаружения 97,5% и временем отклика менее 1 минуты. 
Security Hub и Trusted Advisor также показали хорошие резуль-
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таты, с показателями точности обнаружения 90% и 85% соот-
ветственно.

Однако исследователи обнаружили, что у этих инструментов 
есть некоторые ограничения. Например, GuardDuty и  Security 
Hub предоставляют только оповещения и  рекомендации и  не 
предлагают автоматические ответы на угрозы. Trusted Advisor 
предоставляет только рекомендации и  не предлагает никаких 
возможностей оповещения или реагирования. Inspector, хотя 
и  эффективен при обнаружении уязвимостей, оказался более 
сложным в настройке и использовании, чем другие инструменты.

Результаты и обсуждение

Результаты исследования показывают, что внедрение служб 
мониторинга безопасности в  общедоступном облаке AWS, 
таких как GuardDuty, SecurityHub, Trusted Advisor и  Inspector, 
может значительно повысить уровень безопасности облачных 
сред. Эти службы предоставляют рекомендации по обнару-
жению угроз и устранению неполадок в режиме реального вре-
мени, автоматизированные проверки соответствия требова-
ниям и оценки уязвимостей.

Было установлено, что GuardDuty особенно эффективен 
при обнаружении вредоносной активности и  потенциальных 
угроз облачным средам, таких как скомпрометированные эк-

земпляры EC2, попытки несанкционированного доступа и по-
дозрительный сетевой трафик. С  другой стороны, было уста-
новлено, что SecurityHub эффективен для консолидации 
результатов проверки безопасности из нескольких сервисов 
AWS, а также для обеспечения автоматической проверки соот-
ветствия ресурсов AWS.

Было установлено, что Trusted Advisor полезен для предо-
ставления рекомендаций в режиме реального времени по по-
вышению безопасности, оптимизации затрат и  повышению 
производительности ресурсов AWS. С  другой стороны, было 
установлено, что Inspector эффективен при выявлении уязви-
мостей в системе безопасности в экземплярах EC2 и предостав-
лении приоритетных рекомендаций по исправлению.

Заключение

В заключение следует отметить, что мониторинг безопас-
ности в общедоступном облаке AWS является важнейшим ас-
пектом обеспечения безопасности и  соответствия требова-
ниям облачных рабочих нагрузок. Использование различных 
служб безопасности, таких как GuardDuty, SecurityHub, Trusted 
Advisor и Inspector, может предоставить организациям необхо-
димые инструменты для мониторинга и  защиты их облачной 
инфраструктуры.
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В современном обществе эффективная коммуникация явля-
ется одним из основных требований в различных областях. 

Защита конфиденциальности и  безопасности общих данных 
остается важной задачей. Хотя для обмена информацией в по-
вседневной жизни мы обычно используем защищенные каналы, 

такие как Интернет или телефон, эти методы имеют уязвимые 
места. Для скрытой передачи информации используются две 
основные техники: криптография и стеганография.

Криптография предполагает преобразование сообщения 
в зашифрованную форму с помощью специального ключа ши-
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фрования, известного только отправителю и  получателю. Без 
этого ключа сообщение остается недоступным для других. Од-
нако передача зашифрованных сообщений может вызвать по-
дозрение у потенциальных злоумышленников, что делает воз-
можным их перехват, атаки или насильственную дешифровку. 
Чтобы устранить ограничения криптографических методов, 
были разработаны методы стеганографии. Стеганография — 
это практика сокрытия информации, чтобы полностью скрыть 
ее существование. Она гарантирует, что присутствие данных 
останется необнаруженным. В стеганографии процесс встраи-
вания информации в мультимедийный контент, такой как изо-
бражения, аудио или видео, называется «встраиванием». Чтобы 
повысить конфиденциальность передаваемых данных, можно 
комбинировать обе техники. В остальных разделах этой статьи 
мы подробно рассмотрим стеганографию, а  затем сделаем за-
ключение и обсудим возможные перспективы дальнейшей ра-
боты.

Сегодня обеспечение защиты авторских прав становится 
ключевым аспектом в  области интеллектуальной собствен-
ности. Существует множество подходов к  защите авторских 
прав, и одним из них является применение метода LSB (Least 
Significant Bit). В этой статье мы рассмотрим суть алгоритма LSB 
и возможности его использования для защиты авторских прав.

Метод LSB (Least Significant Bit) представляет собой подход, 
заключающийся в том, чтобы внедрить сообщение в младшие 
биты цифровых изображений. Это позволяет скрыть инфор-
мацию в изображении, не нарушая его внешний облик. Такой 
метод применяется для защиты авторских прав, добавляя 
данные об авторских правах или ограничениях использования 
в цифровые изображения.

Различные подходы существуют для внедрения инфор-
мации в младшие биты изображения. Некоторые из них при-
меняют случайный порядок внедрения информации, тогда как 
другие используют порядок, связанный с  самим сообщением. 
Методы, зависящие от содержания сообщений, обеспечивают 
более надежную защиту, так как они устойчивы к случайным 
атакам и обнаружению.

Более того, существует ряд методов определения наличия 
скрытого сообщения в изображении. Некоторые из них опира-
ются на статистический анализ младших битов изображения, 
в  то время как другие основаны на анализе контрастности 
между пикселями изображения.

Несмотря на то, что алгоритм LSB может применяться для 
защиты авторских прав на цифровые изображения, он также 
может быть использован во вредных целях, например, для 
скрытой передачи конфиденциальной информации. В  связи 
с  этим необходимо проявлять осторожность при использо-
вании этого алгоритма и  помнить, что он должен использо-
ваться исключительно в рамках законных целей.

Вот пример того, как можно использовать алгоритм LSB для 
обеспечения защиты авторских прав в  цифровых изображе-
ниях:

Пример. Возьмем, к примеру, изображение известной лич-
ности. Наша цель заключается в защите авторских прав на это 
изображение, чтобы предотвратить его незаконное копиро-
вание или использование без нашего разрешения. Для этого мы 

можем скрыть внутри изображения специальное сообщение, 
содержащее информацию о наших авторских правах на эту фо-
тографию.

Шаг 1: Определите изображение и текст.
Для начала выбираем изображение известной личности 

и  текст, который мы хотим скрыть на этой картинке. Допу-
стим, у нас есть фраза: «Uchenie svet neuchenie tma», которую 
мы хотим встроить в изображение.

Шаг 2: Преобразуйте текст в двоичный код.
Для скрытия текста на изображении необходимо преобра-

зовать его в двоичный код. Для этого мы можем использовать 
стандарт ASCII, который представляет символы в  виде чис-
ловых значений в  двоичном формате. Например, буква «А» 
в ASCII имеет номер 65 и представляется в двоичной системе 
как 01000001.

Следовательно, представление нашего сообщения «Uchenie 
svet neuchenie tma» в виде двоичного кода выглядит следующим 
образом:

01010101 01100011 01101000 01100101 01101110 01101001 011
00101 00100000 01110011 01110110 01100101 01110100 00100000 0
1101110 01100101 01110101 01100011 01101000 01100101 0110111
0 01101001 01100101 00100000 01110100 01101101 01100001

Шаг 3. Определите место на изображении для встраивания 
вашего сообщения.

Выбираем область на изображении, в которую будем встраи-
вать сообщение. Для этого отбираем наименее значимые биты 
в RGB-каналах изображения, которые оказывают наименьшее 
визуальное воздействие и практически не влияют на общее вос-
приятие картинки человеком.

Шаг 4: Внедрите сообщение в изображение.
Мы заменяем наименее значимые биты выбранных каналов 

изображения RGB битами нашего сообщения. Для каждого 
бита сообщения мы используем младший бит соответствую-
щего пикселя изображения.

Допустим, мы рассмотрим младшие биты красного, зеле-
ного и синего каналов пикселей с координатами (100, 200) и зна-
чениями (178, 220, 150). В  двоичном представлении они вы-
глядят следующим образом:

— Красный: 10110010;
— Зеленый: 11011100;
— Синий: 10010110.
Для внедрения первого бита (0) нашего сообщения мы изме-

няем младший бит красного канала пикселя на 0, что приводит 
к следующему результату: 10110010 → 10110010.

Для внедрения второго бита (1) нашего сообщения мы изме-
няем младший бит зеленого канала пикселя на 1, получая следу-
ющий результат: 11011100 → 11011101.

Для внедрения третьего бита (0) нашего сообщения мы ме-
няем младший бит синего канала пикселя на 0, и  получаем: 
10010110 → 10010110.

Мы продолжаем этот процесс для каждого бита сообщения, 
встраивая их в выбранные младшие биты RGB-каналов изобра-
жения.

Шаг 5: Извлечение сообщения из изображения.
Для извлечения сообщения мы анализируем младшие биты 

RGB-каналов каждого пикселя, объединяем их и преобразуем 
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полученный двоичный код обратно в  текстовое сообщение. 
В нашем примере, при получении сообщения из изображения, 
мы увидим текст: «Uchenie svet neuchenie tma».

Шаг 6. Проверка целостности сообщения.
Для убедительности мы сопоставляем начальный двоичный 

код сообщения с полученным изображением, чтобы удостове-
риться в том, что изображение осталось неизменным и что вне-
дренное сообщение было правильно встроено в него. При со-
впадении этих кодов можно утверждать, что сообщение было 
успешно внедрено и извлечено корректно.

Это лишь пример применения алгоритма LSB для защиты 
авторских прав на цифровые изображения. Есть и другие ме-
тоды и алгоритмы защиты авторских прав, но использование 
алгоритма LSB имеет свои преимущества:

— Скрытность: внедрение сообщения в младшие биты ка-
налов RGB не существенно меняет визуальное восприятие изо-
бражения, делая этот метод незаметным для обычного пользо-
вателя.

— Простота: алгоритм LSB является очень простым 
и может применяться для защиты авторских прав на изобра-
жения без необходимости использования специального обору-
дования.

Однако важно отметить, что применение алгоритма LSB не 
обеспечивает абсолютную защиту авторских прав. Существуют 
методы стеганализа, которые позволяют определить, было ли 
внедрено сообщение в  младшие биты каналов RGB. Поэтому 
при использовании данного метода следует учитывать возмож-
ность его обнаружения и  рассмотреть дополнительные меры 
для повышения уровня защиты. В  указанном выше примере 
стеганализ может использоваться для определения факта вне-
дрения сообщения в младшие биты каналов RGB. Это можно 
сделать с  помощью различных подходов, например, анали-
зируя статистические характеристики изображения до и после 
встраивания сообщения.

Один из этих подходов заключается в  изучении распреде-
ления значений пикселей на изображении. После встраивания 
сообщения в младшие биты распределение значений пикселей 
может измениться, так как эти младшие биты содержат инфор-
мацию о  внедренном сообщении. Таким образом, вы можете 
проанализировать изменения в распределении значений пик-
селей до и после внедрения сообщения, чтобы определить на-
личие существенных изменений.

Также возможен анализ корреляции между пикселями 
изображения. После встраивания сообщения корреляция 
между пикселями может претерпеть изменения, поскольку 
младшие биты содержат информацию о сообщении. Это по-
зволяет проанализировать корреляцию между пикселями до 
и  после внедрения сообщения для определения возможных 
изменений.

Однако следует отметить, что даже если статистические 
характеристики изображения не претерпели существенных 
изменений, существуют сложные алгоритмы стегоанализа, 
которые позволяют обнаружить внедренное сообщение 
в младшие биты каналов RGB. Поэтому при использовании 
алгоритма LSB для защиты авторских прав на изображения 
необходимо учитывать возможность его обнаружения и при-

нимать дополнительные меры для повышения уровня за-
щиты.

Вот несколько примеров применения алгоритма LSB:
1. Скрытые цифровые метки (водяные знаки): Многие из-

датели используют алгоритм LSB для создания скрытых ци-
фровых меток на цифровых изображениях с  целью защиты 
авторских прав. Они встраивают информацию об авторских 
правах в самые мельчайшие биты пикселей изображения, чтобы 
эта информация оставалась невидимой для пользователя, но 
могла быть доступной для проверки подлинности, когда это не-
обходимо.

2. Программы защиты авторских прав: Некоторые про-
граммные средства защиты авторских прав, такие как Digimarc 
for Images, SteganoG и  другие подобные программы, исполь-
зуют алгоритм LSB для встраивания информации в цифровые 
изображения. Например, фотографы или художники, размеща-
ющие свои работы на онлайн-платформах, могут использовать 
такие программные решения для встраивания информации об 
авторских правах в изображения.

3. Противодействие пиратству: LSB можно использовать 
для защиты цифровых видеофайлов от пиратства. Многие ком-
пании используют этот метод для внедрения информации об 
авторских правах в видеофайлы. Это позволяет выявить нару-
шителей авторских прав, если кто-то попытается скачать файл 
и удалить встроенную информацию.

4. Защита изображений. Люди могут применять алгоритм 
LSB для обеспечения защиты своих изображений от кражи. На-
пример, если кто-то скопирует изображение и попытается его 
использовать без разрешения, возможно внедрение инфор-
мации об авторских правах в этом изображении.

5. Сокрытие данных в аудиофайлах: Алгоритм LSB можно 
использовать для скрытия информации в  аудиофайлах, на-
пример, для передачи конфиденциальных данных через аудио-
файлы. При этом младшие биты аудиосэмплов заменяются ин-
формационными битами.

6. Криптография: алгоритм LSB может применяться для 
шифрования информации. Например, информация о  ключе 
шифрования может быть скрыта в младших битах файла для 
обеспечения ее незаметности.

В общем, алгоритм LSB применим не только для защиты 
авторских прав на цифровые изображения, но также может 
быть использован для видеофайлов и других цифровых мате-
риалов.

В заключении отметим, что LSB представляет собой один 
из наиболее эффективных способов защиты авторских прав 
на цифровые изображения. Этот метод позволяет встраивать 
информацию об авторских правах и  условиях использования 
в  цифровое изображение. Тем не менее, при использовании 
данного алгоритма необходимо быть осторожным и применять 
его только в рамках законных целей.

Использование алгоритма LSB для защиты авторских прав 
на цифровые изображения представляет собой простой и эф-
фективный подход, который не требует специального обору-
дования. Тем не менее, для достижения более высокого уровня 
защиты, возможно рассмотрение совместного использования 
других методов и алгоритмов в дополнение к алгоритму LSB.
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Исследование методов автоматического программирования 
с применением искусственного интеллекта

Бевзенко Сергей Александрович, старший разработчик
ООО «Яндекс-Технологии» (г. Москва)

В статье автор исследует методы применения искусственного интеллекта для разработки инструментов разработки про-
граммного обеспечения направлены на создание интеллектуальных систем, способных автоматически анализировать, оптимизи-
ровать и документировать программный код.
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Исследование методов автоматического программирования 
с применением искусственного интеллекта является пер-

спективным направлением, имеющим потенциал для изме-
нения способов, при помощи которых создается программный 
код. Актуальность темы подтверждается ростом объемов про-
граммного кода, при котором возрастает необходимость в эф-
фективных методах создания и поддержки программного обес-
печения. Применение методов искусственного интеллекта 
позволяет предотвращать ошибки и уязвимости на ранних ста-
диях разработки, что повышает надежность и  безопасность. 
Автоматическое программирование на естественном языке де-
лает процесс создания программного кода более доступным для 
людей без специализированного образования в области IT, что 
расширяет потенциальную аудиторию разработчиков. Эффек-
тивное использование методов автоматического программиро-
вания сокращает временные и финансовые затраты на разра-
ботку и поддержку программного обеспечения.

На сегодняшний день можно выделить несколько методов 
автоматического программирования с  применением искус-
ственного интеллекта. Далее проведен анализ каждого из них 
по их функциональному значению.

Генетическое программирование (Genetic Programming). 
Метод использует эволюционные алгоритмы для создания 
программного кода. Начальная популяция программных ре-
шений изменяется и эволюционирует через итеративный про-
цесс, пока не будет достигнуто оптимальное или приемлемое 
решение. Плюсы метода заключаются в эволюционном поиске 
оптимальных или приемлемых решений, возможности рабо-
тать без предварительных знаний о  структуре решения. Ми-
нусы — это высокая вычислительная сложность, требует боль-
шого объема вычислительных ресурсов и времени, трудность 
интерпретации и  понимания созданных программ. Перспек-

тивы данного метода заключаются в возможности развитие ме-
тодов селекции и мутации для улучшения эффективности алго-
ритмов, применение гибридных подходов с другими методами 
машинного обучения [4, с. 27].

Обучение с  подкреплением (Reinforcement Learning). Этот 
подход основан на принципах обучения с подкреплением, где 
агент обучается через взаимодействие с  окружающей средой. 
В контексте программирования, агент может обучаться созда-
вать программный код, чтобы достичь определенных целей или 
решить задачу. Алгоритмы обучения с  подкреплением могут 
учиться создавать программный код на основе опыта и  об-
ратной связи. Применение этих алгоритмов может привести 
к  автоматическому созданию более эффективного и  оптими-
зированного кода. Это подходит для решения разнообразных 
задач программирования, от написания простых функций до 
создания сложных алгоритмов. Одним из примеров является 
использование алгоритмов обучения с подкреплением для ав-
томатического создания стратегий игроков в  компьютерных 
играх. Путем обучения на множестве игровых ситуаций алго-
ритмы могут выработать оптимальные стратегии действий. 
Это может привести к созданию новых методов оптимизации 
и  разработки алгоритмов. Плюсы метода — это способность 
к  обучению на основе опыта и  обратной связи, возможность 
адаптации к изменяющимся условиям и задачам. Минусы: тре-
бует большого количества обучающих данных, сложность в на-
стройке параметров алгоритмов, необходимость управления 
исследованием-использованием. Перспективы заключаются 
в  развитии алгоритмов обучения с  подкреплением для более 
эффективного и стабильного программирования, применение 
в более широком спектре задач.

Генерация кода на естественных языках (Natural Language 
Code Generation). Это использование методов обработки есте-
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ственного языка и  глубокого обучения для генерации про-
граммного кода на основе текстовых описаний задачи на есте-
ственном языке. Это упрощает процесс программирования для 
пользователей, не обладающих глубокими знаниями програм-
мирования. Применение методов обработки естественного 
языка и глубокого обучения позволяет системам понимать тек-
стовые описания задач и преобразовывать их в программный 
код. Плюсы заключаются в упрощении процесса программиро-
вания для людей без специализированного образования, улуч-
шение читаемости и понимания созданного кода.

Минусы — это сложность в  понимании и  интерпретации 
естественного языка, возможность неправильного понимания 
или перевода текстовых описаний в  программный код. Пер-
спективы состоят в возможности развития методов обработки 
естественного языка и  глубокого обучения для более точной 
и  эффективной генерации кода, создание интегрированных 
средств разработки с поддержкой автоматического программи-
рования на естественных языках [3, с. 370].

Автоматическое обнаружение и  исправление ошибок (Au-
tomated Error Detection and Correction). Этот метод направлен 
на автоматическое обнаружение и исправление ошибок в про-
граммном коде с использованием методов машинного обучения 
и анализа данных. Исследования в области автоматического об-
наружения и исправления ошибок в программном коде направ-
лены на разработку систем, способных автоматически анализи-
ровать и исправлять ошибки. Это может значительно повысить 
производительность разработки и  уменьшить количество 
ошибок в коде. Применение методов машинного обучения по-
зволяет создавать модели, способные выявлять и классифици-
ровать различные типы ошибок [4, с. 30]. Это может быть осо-
бенно полезно в крупных проектах, где сложно отслеживать все 
возможные ошибки вручную. Плюсы — это возможность авто-
матического выявления и исправления ошибок в программном 
коде, повышение надежности и  безопасности программного 
обеспечения. Недостатки: ограниченная способность к  обна-
ружению сложных и  контекстуальных ошибок, возможность 
ложных срабатываний. Развитие методов анализа и обработки 
программного кода для более точного и эффективного обнару-
жения и исправления ошибок, интеграция средств автоматиче-
ского обнаружения ошибок в процессы разработки программ-
ного обеспечения — это перспективные направления данного 
метода [1, с. 188].

Рефакторинг кода (Code Refactoring). Этот метод направлен 
на автоматическое изменение структуры программного кода 
для улучшения его читаемости и производительности. Автома-
тический рефакторинг может улучшить качество кода, сделать 
его более читаемым и производительным. Применение методов 
машинного обучения позволяет создавать модели, способные 
определять оптимальные способы рефакторинга. Это может 
быть полезно в проектах, где требуется поддержка и развитие 
старого кода.

Плюсы метода — это улучшение структуры, читаемости 
и производительности программного кода, автоматическое вы-
явление и  применение оптимальных паттернов и  архитектур. 
Недостатки заключаются в ограниченной способности к адап-
тации к специфическим требованиям и контекстам задач и воз-

можности внесения неожиданных изменений в  функцио-
нальность программы. Перспективы находятся в  плоскости 
развития методов и подходов к автоматическому рефакторингу 
для более точного и  эффективного улучшения программного 
кода, а  также интеграции средств автоматического рефакто-
ринга в существующие IDE и среды разработки.

Генерация тестовых данных и тестирование кода (Test Data 
Generation and Code Testing). Здесь используются методы ма-
шинного обучения для автоматической генерации тестовых 
данных и проведения тестирования программного кода. При-
менение методов машинного обучения позволяет проек-
тировать модели, которые могут создавать разнообразные 
и реалистичные тестовые данные. Они могут быть полезны в ав-
томатизации процесса тестирования и обнаружения скрытых 
ошибок в коде. Методы символьного выполнения и мутацион-
ного тестирования также могут быть применены для эффек-
тивного создания тестовых сценариев и  проверки различных 
аспектов программного кода. Из положительных сторон можно 
отметить автоматическое создание разнообразных и  реали-
стичных тестовых данных, повышение покрытия кода тестами, 
обнаружение скрытых ошибок и уязвимостей. К минусам от-
носится сложность в создании универсальных и эффективных 
моделей для генерации тестовых данных, возможность недо-
статочного покрытия тестами критических частей программ-
ного кода. Перспективы — это развитие методов машинного 
обучения для автоматической генерации тестовых данных, ин-
теграция автоматического тестирования в  процессы непре-
рывной интеграции и доставки.

Автоматическая документация и  анализ кода (Automated 
Documentation and Code Analysis). Эти методы представляют 
собой различные подходы к  автоматизации различных ас-
пектов программирования с  использованием искусственного 
интеллекта. Плюсы — это автоматическое создание докумен-
тации к программному коду, анализ его структуры и качества, 
улучшение процесса сопровождения и  поддержки программ-
ного обеспечения. К недостаткам относятся ограниченная спо-
собность к  интерпретации контекста и  целей программного 
кода, возможность создания неполной или неточной докумен-
тации. Перспективы заключаются в развитии методов анализа 
и обработки программного кода для автоматического создания 
более информативной и  точной документации, интеграция 
средств автоматической документации и  анализа в  существу-
ющие средства разработки [2, с. 21].

Плюсы, минусы и перспективы каждого метода автомати-
ческого программирования с искусственным интеллектом по-
могают лучше понять их возможности и ограничения, а также 
определить наилучшие сценарии их применения в различных 
областях программирования и  разработки программного 
обеспечения. Применение методов искусственного интел-
лекта позволяет автоматизировать рутинные задачи програм-
мирования, освобождая время разработчиков для более твор-
ческой и  продуктивной работы. Однако, для полноценной 
реализации потенциала автоматического программирования 
необходимо продолжать исследования и  разработки в  этой 
области, а  также обеспечивать этичное использование и со-
блюдение правовых норм в  процессе создания и  внедрения 
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соответствующих технологий. В целом, автоматическое про-
граммирование с  искусственным интеллектом представляет 
собой важный и  перспективный направление развития ин-

формационных технологий, которое может привести к  зна-
чительным изменениям в способах создания и использования 
программного обеспечения.
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В статье рассмотрены образовательные платформы, которые применяют геймификацию для эффективного изучения про-
граммирования. Приведены критерии, соответствие которым определяет геймификацию учебного процесса: игровой дизайн, баллы 
и награды, соревнования и кооперация, отслеживание прогресса, интерактивные технологии. Было произведено описание платформ 
Codewars, CodeinGame, Scratch, CodeCombat и Tynker, их сравнение и анализ соответствия по представленным критериям. Были 
выявлены преимущества и недостатки рассматриваемых платформ, а также предложены рекомендации по улучшению образо-
вательного процесса. Рекомендации предполагают внедрение интерактивных технологий, таких как искусственный интеллект, 
виртуальная и дополненная реальность. Была описана целесообразность внедрения данных технологий с помощью уже имеющихся 
результатов экспериментов и исследований, которые показывают положительное влияние геймификации на обучение программи-
рованию, а также значительное улучшение мотивации и интереса к предмету.
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Введение. Геймификация образовательного процесса пред-
ставляет собой инновационный подход к  организации 

учебных занятий, который использует элементы игрового ди-
зайна и механики игр для мотивации учащихся и повышения 
их учебной активности. Данная предметная область включает 
в  себя широкий спектр методов, технологий и  стратегий, на-
правленных на создание интерактивного и  увлекательного 
учебного процесса. Классическое образование не может дать 
все необходимые навыки будущим программистам, поэтому 
использование концепции геймификации в изучении програм-
мирования является одним из способов подготовки высококва-
лифицированных специалистов.

Основная часть. Согласно когнитивно-аффективной 
теории Уолтера Мишела  [1], люди принимают решения, учи-
тывая не только логические аспекты, но и свои эмоции и же-
лания. Также, согласно данной теории, каждый человек имеет 
свои собственные цели и ожидания, которые влияют на его ре-
шения и действия. Он может выбрать учебные стратегии, ко-
торые помогут ему лучше запомнить материал, или избегать от-

влекающих факторов, чтобы сосредоточиться на учебе. Данная 
теория отражается в ключевых компонентах геймификации [2]:

1. Игровой дизайн: включает в  себя создание интересных 
сценариев, задач, и вызовов, аналогичных тем, которые можно 
встретить в видеоиграх, например, выбор и разработка героев, 
уровни сложности и бонусы.

2. Баллы и награды: системы баллов и наград помогают мо-
тивировать учащихся при помощи назначения очков за выпол-
нение задач, получения значков, повышения уровня и других 
форм достижений.

3. Соревнования и  кооперация: создание соревнований 
и возможностей для совместной работы позволяет студентам 
соревноваться друг с другом или сотрудничать для достижения 
общих целей.

4. Отслеживание прогресса: отслеживание и визуализация 
прогресса учащихся позволяют им видеть свои достижения 
и работать над улучшением.

5. Интерактивные технологии: использование совре-
менных технологий, таких как дополненная реальность, вир-



«Молодой учёный»  .  № 11 (510)   .  Март 2024  г.16 Информационные технологии

туальная реальность и искусственный интеллект способствуют 
улучшению образовательного процесса.

Был проведен сравнительный анализ популярных образова-
тельных геймифицированных платформ по выявленным клю-
чевым компонентам. Результат анализа представлен в таблице 1.

Codewars является онлайн-платформой для соревнователь-
ного решения задач по программированию, которую можно 
применять уже на ранних этапах изучения различных языков 
программирования: C#, Java, Python и др. Сложность задач по-
вышается вместе с  уровнем пользователя. Код, написанный 
учащимся, проходит автоматизированную проверку после от-
правки решения на сервер, что не требует вовлечения препо-
давателя в процесс. Немаловажным аспектом работы с данной 
платформой является возможность учиться у  своих сопер-
ников, если их реализация задачи оказалась более удачной 
в сравнении с оптимальным решением. Среди решений выделя-
ются, например, «лучшая практика» и «креативные» решения. 
К  отличительным чертам данного ресурса также можно от-
нести возможность создавать «кланы», например, для учебных 
групп в университетах или для школьных классов. Тогда уча-
щиеся смогут соревноваться в  решении задач друг с  другом 
в рамках образовательного процесса.

CodinGame также является платформой, где пользова-
тели соревнуются в решении задач по программированию, од-
нако уже более нетривиальных. Для использования доступны 
27 языков программирования. Данный проект скорее можно 
отнести к  сфере спортивного программирования — участие 
в ежедневных конкурсах поощряется различными призами, что 
может стать дополнительной мотивацией для учащихся. Codin-
Game подходит для более опытных студентов-программистов 
из-за повышенного уровня сложности предложенных задач — 
написание ботов для игр. На выполнения задания отводится 
3 часа, то есть работа с  данной платформой может осущест-
вляться исключительно как внеучебная активность.

Scratch — это платформа для изучения блочного языка про-
граммирования, которая позволяет детям и начинающим про-
граммистам создавать интерактивные проекты и  игры. Она 
использует графический интерфейс, в котором блоки кода соби-
раются и соединяются для создания различных функций и дей-
ствий. Процесс программирования напоминает сборку модели 
Lego из кубиков. Программирование на Scratch подходит для 
детей в возрасте от 8 до 12 лет. Платформа развивает базовые 
навыки программирования, логическое мышление и  творче-
ские способности. Преподаватели могут использовать Scratch 
для создания викторин, тестов и интерактивных учебных по-
собий для уроков по различным школьным предметам. Scratch 
позволяет работать в команде: функция «Рюкзак» помогает раз-
работчику переносить скрипты, спрайты, сценарии из одного 
проекта в другой. Так каждый может в своём проекте реализо-
вать какую-либо его часть, а затем объединить общие усилия 
в  один проект, перетягивая необходимые компоненты с  по-
мощью рюкзака. Платформа имеет несколько существенных 
недостатков: во-первых, языковая среда Scratch предоставляет 
базовый набор функций и возможностей, что ограничивает его 
использование для более сложных и  продвинутых проектов; 
во-вторых, при переходе на более сложные языки программи-

рования в будущем пользователи могут столкнуться с трудно-
стями в  адаптации к  текстовому программированию, так как 
блочное программирование отличается от традиционного син-
таксиса текстовых языков.

CodeCombat — это игровая платформа для обучения языкам 
программирования в  формате RPG-видеоигры с  открытым 
исходным кодом. Чтобы продвигаться по уровням, игроки 
должны написать управляющий код для персонажей игры. 
CodeCombat открывает доступ к  огромному количеству бес-
платных ресурсов, которых достаточно для ознакомления 
с  программированием даже без платной подписки. Разра-
ботка игр доступна на языках программирования Python и Ja-
vaScript. Платформа ориентирована на учащихся школьного 
возраста, которые изучают программирование с нуля. Так как 
платформа ориентирована на развитие интереса к разработке 
у  юных программистов, то игровой процесс является сильно 
упрощенным и линейным. Поэтому данная платформа не по-
дойдет для тех пользователей, которые уже ознакомлены с ос-
новами программирования на языках Python и JavaScript. Тем не 
менее, школы по всему миру активно используют CodeCombat, 
внедряя её в процесс обучения. Платформа предоставляет го-
товое решение «класс в  коробке», которое дает возможность 
преподавать информатику на CodeCombat даже учителям без 
опыта в программировании, а также писать собственные игры 
опытным разработчикам.

Tynker — это образовательная платформа, предназначенная 
для обучения детей программированию и компьютерным на-
укам через блочное программирование, интерактивные курсы, 
игры и проекты. Обучающие курсы разделены на уровни слож-
ности, что позволяет пользователям прогрессировать от на-
чального до продвинутого уровня. Для более опытных юных 
разработчиков есть возможность участвовать в соревнованиях, 
делиться проектами и опытом с другими пользователями плат-
формы. Tynker также предоставляет образовательные ресурсы 
и  инструменты для учителей для интеграции курсов Tynker’a 
в  учебный процесс. Бесплатная версия Tynker предоставляет 
ограниченный доступ к курсам и функциям, и для получения 
полноценного образования требуется оформление подписки. 
На данный момент Tynker доступна как веб-платформа, а также 
на мобильных устройствах: Tynker Junior, Tynker и Mod Creator. 
Однако, доступ к  платформе ограничен к  использованию на 
территории Российской Федерации.

Проведенное сравнение позволяет сделать вывод о том, что 
CodeCombat удовлетворяет всем критериям геймифициро-
ванной платформы. Для остальных платформ не соблюдены 
как минимум 2 критерия. Также, платформы не акцентируют 
внимание на использовании прогрессивных интерактивных 
технологий, таких как дополненная и виртуальная реальность, 
искусственный интеллект и т. д.

Применение интерактивных технологий 
в образовательном процессе

В данном разделе рассмотрено влияние внедрения в образо-
вательный процесс таких интерактивных технологий, как ИИ 
и AR/VR.
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Искусственный интеллект. Для обеспечения персонализи-
рованного обучения и обратной связи в реальном времени для 
учащихся рекомендуется обратить внимание на потенциал ис-
кусственного интеллекта (ИИ). ИИ предоставляет множество 
инструментов и решений для выполнения таких задач, как анализ 
данных и  поведения учащихся, стиль обучения, предпочтения, 
сильные и слабые стороны. Исследования показывают, что ИИ 
помогает составлять рекомендации для помощи студентам с 80% 
точностью при сравнении с рекомендациями преподавателей [3].

Подход с использованием ИИ способствует повышению мо-
тивации и вовлеченности студентов, что, в свою очередь, спо-
собствует повышению интереса к  учебному процессу и  эф-
фективности усвоения материала. Исследование компании 
Knewton, занимающейся адаптивным обучением, показало, что 
учащиеся, использующие их программу адаптивного обучения 
на базе ИИ, улучшили свои результаты тестов на 62% по срав-
нению со студентами, которые не использовали эту программу. 
Программа обеспечивала индивидуальную обратную связь 
и инструкции для студентов, адаптируя процесс обучения к их 
индивидуальным потребностям и способностям [4].

Однако следует помнить, что чрезмерная зависимость от 
платформ геймификации на основе искусственного интел-
лекта может привести к утрате человеческого взаимодействия 
и опыта, которые также играют важную роль в образовании [5].

Дополненная и  виртуальная реальность. Внедрение VR-
технологий в российские школы уже помогло достичь значимых 
результатов. Было проведено исследование в учебных заведениях 
Москвы и Владивостока среди учеников 9-х классов. Основная 
группа школьников изучала тему в VR-формате, а контрольная 
занималась по традиционной школьной программе. По итогам 
исследования были получены следующие результаты: показа-
тели основной группы повысились на 28,8% по сравнению с их 
первым тестом, а средний общий балл ОГЭ в основной группе 
в среднем оказался выше на 2,5 балла, чем в контрольной [6].

Данную статистику подтверждает и  исследование китай-
ских ученых «Влияние виртуальной реальности на академиче-
скую деятельность» [7]. По итогам преподавания дисциплины 
с применением VR-технологий было проведено тестирование. 
Оно выявило, что успешность сдачи теста в группе, где приме-
нялись VR-технологии, оказалась на 20% выше, чем в группе, 

где использовались исключительно классические методы обра-
зования. Также было установлено, что студенты VR-группы по-
казали более глубокое понимание материала.

С таким же успехом AR/VR может применяться в образова-
тельном процессе при изучении разработки игр. Создание вир-
туальных сред для обучения, где студенты могут взаимодей-
ствовать с объектами и элементами игры в 3D-пространстве, 
способно помочь им лучше понимать и  практиковать кон-
цепции разработки игр.

Однако существуют определенные преграды для успеш-
ного внедрения AR/VR технологий: недостаточно высокий 
уровень инновационной активности, неготовность препода-
вателей к  внедрению новаторских методов и  подходов в  об-
разовательный процесс, а  также отсутствие необходимого 
оборудования вследствие недостаточного финансирования об-
разовательных учреждений [8, 9].

Выводы. Использование геймификации в образовательном 
процессе имеет неоспоримое преимущество перед классиче-
ским подходом к образованию, так как позволяет создать увле-
кательный опыт обучения, который мотивирует учащихся 
и повышает учебную активность. Растущий интерес к гейми-
фикации объясняется желанием найти средство повышения 
вовлеченности учащихся и привнести больше открытости в си-
стему поощрений и  вознаграждений. Таким образом, гейми-
фикация рассматривается как условие, благоприятствующее 
повышению интереса учащихся к процессу обучения програм-
мированию. Описанные в  статье платформы удовлетворяют 
не всем современным требованиям к  геймификации образо-
вательного процесса, но предоставляют необходимые мате-
риалы и  инструменты для получения навыков программиро-
вания доступными способами. VR/AR-технологии, а  также 
искусственный интеллект способны повысить эффективность 
обучения на образовательных платформах. Взяв за основу име-
ющиеся на рынке готовые решения и дополнив их вышепере-
численными технологиями, можно получить мощный инстру-
мент для внедрения в  образовательный процесс. Он может 
способствовать повышению заинтересованности в  изучении 
отдельных предметов и улучшению понимания освоенного ма-
териала, а также помочь учащимся добиться значительных ака-
демических успехов.
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Таблица 1. Сравнительная таблица рассматриваемых платформ

Ключевой компонент
Ресурс

Codewars CodinGame Scratch CodeCombat Tynker
Игровой дизайн - + + + +
Баллы и награды + + - + -

Соревнования и кооперация + + - + +
Отслеживание прогресса + - - + +

Интерактивные технологии - - - + -
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В статье рассматривается проблема выбора программного обеспечения студентами первого курса направления подготовки 
15.03.02 «Технологические машины и оборудование» для выполнения заданий на создание 3D-моделей технического назначения. После 
завершения выполнения заданий был проведён опрос о  сделанном выборе и его причинах. Цель исследования — оценить причины 
выбора программных средств для выполнения заданий. По результатам исследования автор приходит к выводу, что выбор про-
граммных средств определяется его удобством для решения поставленной задачи и интересами собственного развития. Откор-
ректирован набор заданий и подготовлены дополнительные примеры реализации технологических процессов создания 3D-моделей.

Ключевые слова: 3D-модель, 3D-моделирование, технологический процесс, BlocksCAD, openSCAD, Компас 3D.

Технологии 3D-моделирования и  прототипирования в  на-
стоящий момент широко применяются в разных отраслях 

промышленности, в  том числе в  рыбообрабатывающей от-
расли. Поэтому усилено внимание к технической и технологи-
ческой грамотности студентов. Учтены предложения органи-

заций, проектирующих и изготавливающих оборудование для 
предприятий, занятых выпуском продукции из рыбы и море-
продуктов, касающиеся навыков будущих специалистов по сле-
дующим направлениям:

– 3D-моделирование и прототипирование;
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– программирование микроконтроллеров для систем 
управления;

– основы робототехники с  учётом особенностей пред-
приятий по переработке рыбы.

В результате уже на первом курсе студенты получают со-
ответствующие навыки. Кроме этого, студентам на перспек-
тиву предлагаются проекты, интегрирующие пожелания про-
ектировщиков. Первый этап предполагает проектирование 
уменьшенных моделей технологического оборудования или 
элементов такого оборудования. Темы возможных проектов 
студенты предлагают, возвращаясь с практики на профильных 
предприятиях. Так, например, это транспортный робот пе-
ревозки блоков мороженной рыбы с  учётом специфических 
условий предприятия. Поэтому некоторое количество за-
даний, получаемых студентами в ходе лабораторных работ по 
3D-моделированию, по своему содержанию в  известной мере 
соответствует одному из вариантов такого проекта. В  част-
ности, моделируются:

– элементы шасси робота;
– элементы корпуса;
– корпус робота в сборе.
При моделировании студенты самостоятельно выбирают 

элементы системы управления и приводы и проектируют узлы 
для их установки.

Такая подборка заданий предполагает, в том числе, форми-
рование надпрофессиональных навыков, в частности владение 
методами декомпозиции систем и объектов, анализа и синтеза 
сложных систем.

К моменту получения заданий студенты уже имеют навыки 
подготовки графических эскизов (предварительный этап про-
ектирования) и работы в приложениях Компас 3D, BlocsCAD, 
openSCAD.

Методы

Одна из важных задач, которая на данном этапе решается 
в стране, это реиндустриализация [1]. Она требует, в том числе, 
развития высокотехнологичного производства, что, в  част-
ности, предполагает владение технологиями 3D прототипиро-
вания. Поэтому их изучение и освоение организуется в школах 
в рамках дисциплины технология или спецкурсов [14]. Вместе 
с  тем возникает вопрос, связанный с  выбором программной 
среды, в  которой будут создаваться как отдельные элементы 
конструкции, так и выполняться сборка изделия целиком. Про-
граммные средства для 3D-моделирования можно выбирать из 
двух групп:

– проприетарное программное обеспечение;
– свободное программное обеспечение.
К первой группе можно отнести, в  частности, Компас 

3D, 3DsMax, SolidWorks, AutoCAD, Inventor. Ко второй при-
надлежат FreeCAD, Blender, openSCAD, BlocksCAD  [10], Tin-
kercad [11] и другие. Tinkercad (требуется регистрация) и Block-
sCAD (регистрация нужна только в  случае получения файла 
формата STL) — это онлайн 3D редакторы. Следует отметить, 
что не все приложения применимы для технического модели-
рования. Так, например, 3DsMax и Blender в большей мере ори-
ентированы на художественные объекты.

Как показала практика, FreeCAD  [13] осваивается студен-
тами достаточно быстро, в  том числе и  самостоятельно  [3]. 
В ВУЗе есть опыт применения в проектной деятельности и open-
SCAD [3; 5]. Эта программа применяется в работах других ав-
торов  [7], в  том числе и  в  начертательной геометрии  [6, 8]. 
Рассматриваются варианты применения openSCAD для нетех-
нических проектов [9]. Возможной перспективой может быть 
система автоматизированного проектирования T-Flex [12].
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Данная статья представляет собой попытку дать общее представление о том, что такое искусственный интеллект (ИИ). 
Также авторами рассматриваются некоторые способы применения систем с искусственным интеллектом в строительной от-
расли: мониторинг деятельности, управление рисками, оптимизация ресурсов и отходов. В работе изучены возможные пути реа-
лизации реальных преимуществ и определены проблемы применения ИИ в строительстве. В результате авторами отмечено, что 
строительным компаниям целесообразно нанять технолога в области строительства и помнить, что ИИ — это такой же ин-
струмент, как и любой другой.
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Развитие строительной отрасли сильно ограничено множе-
ством сложных проблем, с которыми она сталкивается, та-

кими как перерасход средств и  времени, безопасность труда 
и нехватка рабочей силы. Кроме того, строительная отрасль яв-
ляется одной из наи менее оцифрованных отраслей в мире, что 
затрудняет решение стоящих перед ней проблем.

Передовая цифровая технология — искусственный интел-
лект (ИИ) — в настоящее время революционизирует такие от-
расли, как производство, розничная торговля и телекоммуни-
кации. Несмотря на признание преимуществ применения ИИ, 
многочисленные проблемы, связанные с  ИИ, все еще суще-
ствуют в строительной отрасли.

Цель данного исследования — раскрыть подразделы ИИ, 
изучить используемые методы ИИ и определить возможности 
и проблемы применения ИИ в строительной отрасли.

Существует множество различных и  противоречивых 
определений, но, по сути, искусственный интеллект (или со-
кращенно ИИ) относится к  машинам и  компьютерным си-
стемам, которые способны управлять своими мыслями и дей-
ствиями.

Таким образом, одна из фундаментальных проблем с опре-
делением искусственного интеллекта заключается в  том, что, 
несмотря на передовой уровень современной науки, у нас все 
еще очень мало понимания того, как работает человеческое со-
знание, не говоря об искусственном.

Наш главный интерес заключается в  том, как системы, 
управляемые искусственным интеллектом, могут быть исполь-
зованы в реальной строительной работе. Прежде чем перейти 
к этому рассмотрим, откуда взялась идея ИИ.

Люди с  древних времен представляли себе машины, ко-
торые думают и двигаются по собственной воле. Наши предки 
начали пытаться создавать собственные «живые» машины. Уже 
в XIII веке изобретатели и инженеры трудились над созданием 
первых в  мире реальных роботов, таких как водный оркестр 
музыкальных автоматов, созданный «отцом робототехники» 
Исмаилом Аль Джазари.

История искусственного интеллекта, корни которой уходят 
в мифы, математику и развитие компьютерных наук, берет свое 
начало в  годы, последовавшие сразу после Второй мировой 
войны, когда такие мыслители, как британский криптоана-
литик Алан Тьюринг, начали задаваться вопросом «Могут ли 
машины мыслить?» [6]. Вопрос, на который он предложил от-
ветить с помощью своего знаменитого теста Тьюринга.

Именно в  1956  году ИИ стал законной областью иссле-
дования, когда компьютерный ученый Джон Маккарти ввел 
термин «искусственный интеллект» во время научной конфе-
ренции по этому вопросу в Дартмутском колледже. С тех пор 
ученые, футуристы и технологи не перестают следить за разви-
тием ИИ.

Какими бы впечатляющими ни стали наши компьютеры, 
они все еще не преодолели высокую планку, установленную 
так называемой гипотезой сильного ИИ. Это та версия ИИ, ко-
торую можно увидеть в классических научно-фантастических 
фильмах, таких как «Бегущий по лезвию» («Bladerunner»), где 
сознательные машины стали настолько неотличимы от людей 
по внешнему виду и  поведению, что их можно распознать 
только с помощью профессионально проведенного теста Вой-
та-Кампфа.



“Young Scientist”  .  # 11 (510)  .  March 2024 21Information Technology

Чтобы квалифицироваться как сильный ИИ (также назы-
ваемый общим интеллектом), машина должна обладать всеми 
умственными способностями, которые есть у человека — от са-
мосознания и свободы воли до способности учиться, форми-
ровать память, планировать будущее, решать проблемы с по-
мощью логики и так далее. Ученым еще предстоит создать такую 
продвинутую версию ИИ, которая (пока) остается скорее тео-
ретической концепцией [7].

Однако ученым удалось создать множество так называемого 
слабого ИИ: компьютеры или машины, способные «думать» 
и выполнять определенные задачи — иногда исключительно хо-
рошо — в рамках узкой специализации.

Онлайн-чат-боты являются яркими примерами слабого ИИ, 
специализирующегося на пересказе человеческой речи, не бу-
дучи на самом деле сознательным. Более того, грамотно спроекти-
рованный чат-бот может быть даже неплохим собеседником, но, 
в отличие от сильного ИИ, он совершенно не способен выполнять 
задачи, выходящие за рамки узких параметров его программы.

В наше время существует множество терминов, связанных 
с искусственным интеллектом.

Алгоритмы — это набор математических инструкций, ко-
торый указывает компьютеру, как именно вести себя в  опре-
деленных ситуациях. За последние два десятилетия эти спе-
циализированные блоки кода стали повсеместными, позволяя 
компьютерам выполнять все более сложные вычисления и об-
работку данных. Алгоритмы определяют не только то, что будет 
делать компьютер, но и то, как он будет это делать, шаг за шагом.

Нейронные сети (иначе известные как искусственные ней-
ронные сети, или ИНС) — это строительные блоки процессов 

машинного обучения. Нейронная сеть, созданная с целью ими-
тации взаимосвязанной природы человеческого мозга, по сути, 
представляет собой набор алгоритмов, организованных в  не-
сколько узловых слоев. Острота и  хитрость ИИ во многом 
определяется тем, насколько сложны и взаимосвязаны его ней-
ронные сети [4].

Машинное обучение — это цифровой процесс, в  ходе ко-
торого компьютеры используют данные и  алгоритмы, чтобы 
научить себя «думать» таким образом, чтобы приблизить ре-
шение проблем к человеческому. Цель состоит в том, чтобы на-
учить компьютеры учиться самостоятельно и в конечном итоге 
стать соавторами собственного программирования, тем самым 
со временем повышая точность выполнения поставленных 
задач.

Процессы машинного обучения требуют огромных объемов 
больших данных, которые служат сырьем для нейронных сетей 
высокоспециализированных алгоритмов в поисках закономер-
ностей и идей, которые в противном случае остались бы необ-
наруженными. Эта возможность делает машинное обучение 
чрезвычайно полезным для таких крупных отраслей, как строи-
тельство, которые ежедневно генерируют огромное количество 
данных.

Процессы машинного обучения можно встретить повсюду, 
они используются во всем, начиная от распознавания лиц и це-
левой рекламы и заканчивая рекомендательными функциями, 
которые такие компании, как Google, Netflix и YouTube, исполь-
зуют для того, чтобы предложить пользователю другой кон-
тент, который может ему понравиться, основываясь на его пре-
дыдущих поисковых запросах.
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В статье авторами предложено рассмотрение формирования единого транспортного пространства России с применением сба-
лансированного опережающего развития эффективной транспортной инфраструктуры. Таким образом, целью статьи является 
исследование единого транспортного пространства России и его роль в логистической инфраструктуре. На основании постав-
ленной цели необходимо рассмотреть проблематику формирования единого транспортного пространства России на основе ис-
следования отечественными и зарубежными авторами. Для этого необходимо решить следующие задачи: 1. Рассмотреть анализ 
последних исследований и публикаций в области транспортной системы. 2. Изучить новые уровни системного развития транс-
портного пространства в  комплексе с  товаротранспортной технологической инфраструктурой, транспортной инфраструк-
турой грузовладельцев. 3. Дать рекомендации по дальнейшему единому транспортному пространству России.
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В современных условиях единое транспортное простран-
ство России помогает работать единой сбалансированной 

системы транспортных коммуникаций, интегрированной си-
стемы товаротранспортной технологической инфраструктуры 
всех видов транспорта и  грузовладельцев. При этом просле-
живается использование общих стандартов технологической 
совместимости разных направлений транспорта, которые оп-
тимизируют их взаимодействие, с  едиными стандартами тех-
нической совместимости определенных видов транспорта 
с  транспортными средствами, формируя единое информаци-
онное пространство по технологическому взаимодействию раз-
личных видов транспорта.

На основании анализа последних исследований и  публи-
каций в  области транспортной системы, следует отметить, что 
формирование единого транспортного пространства России из-
учали исследователи и многие ученые, среди которых можно вы-
делить Н. П. Петров [2], В. Н. Образцов, В. Г. Иноземцев, и других.

В зарубежных странах, относящиеся к европейским, транс-
порт рассматривается как наиболее важный тип товарообо-
рота, в  основе которого лежит непосредственно поиск ново-
введений и  возможностей перевозки товаров, оказание услуг 
на основе научных исследований. Согласно идее Н. П. Петрова, 
который писал: «При смазке силы трения, прежде всего, опре-
деляются вязким сопротивлением смазочного слоя и в соответ-
ствии с  законом Ньютона пропорциональны первой степени 
скорости»  [4]. Вследствие чего, основатель инновационной 
идеи инициирует соединения транспортных ресурсов, в один 

процесс перевозки товаров, а также, он решает задачу в при-
нятии важного решения в процессе транспортировки, которые 
в последующем будут определять направление инновационной 
деятельности транспортной сети.

Таким образом, развитие транспортной инфраструктуры 
является направлением развития не только транспортных 
коммуникаций и  узлов. Предлагается качественно новое на-
правление системного развития в  едином транспортном про-
странстве в комплексе с товаротранспортной технологической 
инфраструктурой, транспортной инфраструктурой грузовла-
дельцев, с имеющимися техническими условиями.

Сбалансированное и устойчивое развитие транспортной си-
стемы будет обеспечено за счет новой системы по транспорт-
ному планированию, основанная с  транспортно-экономиче-
ским балансом.

В свою очередь предусмотрено качественное усовершен-
ствование топологий транспортной среды — формирование 
прямой транспортной связи среди крупных центров социаль-
но-экономического развития с переходом в перспективе на се-
тевые структуры транспортных коммуникаций с  большим 
числом альтернативных связей.

В свою очередь под единым транспортным пространством 
следует понимать совокупность взаимодействующих незави-
симо от форм собственности видов транспорта, которые обес-
печивают погрузочно-разгрузочные работы, перевозку грузов 
с  применением современных технологий с  целью удовлетво-
рения потребности населения и грузовладельцев (рис. 1).
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Рис. 1. Формирование единого транспортного пространства России [2]

Также следует понимать, что транспортная система сталкива-
ется с  такими трудностями как санкционными преградами, ко-
торые мешают полноценной работе транспорта, в 2022 году при-
вели к нарушению налаженных цепочек поставок. Это повлекло 
к  сокращению грузоперевозок в  сегментах железнодорожного, 
авиационного и трубопроводного транспорта. Часть экспортных 
потоков была перенаправлена на юг и восток, а импортные потоки 
в значительной степени переориентировались на автомобильный 
транспорт и железнодорожные контейнерные перевозки.

Согласно целям развития транспортной системы России 
на период до 2030 года, следует отметить то, что: «важнейшее 
значение для реализации инновационного сценария развития 
страны будет иметь повышение мобильности населения. Для 
этого необходимо создание инфраструктуры скоростного и вы-
сокоскоростного пассажирского движения на всех уровнях, 
в  том числе в  городах. Приоритетное значение приобретает 
развитие инфраструктуры и технологий пассажирского транс-
порта общего пользования» [6].

Также в стратегии отмечено, что дальнейшее развитие транс-
портной системы крупных городских агломераций является 
ключевым сегментом государственной транспортной политики, 
объединяющая действия федеральных, региональных и  муни-
ципальных органов в  области градостроительства, землеполь-
зования и  развития транспорта. Для решения транспортной 
проблемы городских агломераций требуется расширение приме-
нения технологий глобальной навигационной системы глонасс, 
с использованием высокоэффективных технологической состав-
ляющей с интеллектуальными транспортными системами [6].

Развитие инфраструктуры по грузоперевозкам является 
главным критерием по созданию условий в перераспределении 
грузопотоков с  наземных на внутренний водный и  морской 
транспорт, инвестирование в  строительство терминалов, ко-
торые ориентированы на переключение грузопотоков на вну-
тренний водный транспорт.

Применение инновационных технологий по строительству, 
реконструкции и содержанию транспортной инфраструктуры 

поможет повышению объемов ее развития, экономя ресурсов 
с обеспечением ее нормативного содержания.

Согласно транспортной стратегии до 2030  года в  дости-
жении поставленных целей на первом этапе реализации целей 
предусмотрено строительство и  реконструкция основных на-
правлений автомобильных и  железных дорог. Сюда также 
вошло строительство скоростных и  высокоскоростных же-
лезных дорог, с развитием инфраструктуры морских и речных 
портов, внутренних водных путей, аэропортов и  аэронавига-
ционной системы, ликвидация наиболее существенных раз-
рывов, в том числе в азиатской части России [6].

Также в  стратегии пишется: «необходимо обеспечить раз-
витие транспортных подходов к  пограничным пунктам про-
пуска и крупным транспортным узлам, а также их комплексное 
развитие на основных направлениях перевозок. Предусматри-
вается создать инфраструктурные условия для развития потен-
циальных точек экономического роста, включая комплексное 
освоение новых территорий и разработку месторождений по-
лезных ископаемых прежде всего в Сибири и на Дальнем Во-
стоке» [4, с. 10].

Стоит отметить, что в будущем запланировано обеспечить 
переход к  формированию единого транспортного простран-
ства России. Согласно дифференцированному развитию путей 
сообщения всех направлений транспорта следует обеспечивать 
создание единой сбалансированной системы транспортных 
коммуникаций страны. При этом скоростные регламенты 
транспортной инфраструктуры предусматривают поднятие 
до уровня лучшего мирового достижения, повысить долю ско-
ростных и высокоскоростных путей сообщения на всей протя-
женности транспортной системы.

Для формирования современной товаропроводящей си-
стемы, которая обеспечивает объемы и качество транспортных 
услуг, на территории страны запланировано внедрить скоорди-
нированные интегрированные системы товаротранспортной 
технологической инфраструктуры всех направлений транс-
порта с грузовладельцами, интегрированную систему логисти-
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ческих парков, с единой информационной средой технологиче-
ского взаимодействия разных видов транспорта с участниками 
транспортного процесса [1, с. 24].

В заключении стоит отметить, что в  процессе развития 
транспортной среды запланировано осваивать инновационные 
технологии в строительстве, модернизации инфраструктуры.
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Целесообразность внедрения возобновляемых источников 
энергии в различных регионах России

Бабулин Иван Валерьевич, студент магистратуры
Набережночелнинский институт (филиал) Казанского (Приволжского) федерального университета (Республика Татарстан)

Целью данной статьи является исследование различного рода возобновляемых источников энергии с последующим рассмотре-
нием перспектив их внедрения. В ней рассмотрены основные проблемы использования традиционных источников энергии, решением 
которых, может стать внедрение электростанций, основанных на работе с возобновляемыми источниками энергии.

Ключевые слова: энергетика, возобновляемые источники энергии, традиционные источники энергии, электростанция.

Источник электроэнергии — это устройства, преобразу-
ющие механическую, химическую, тепловую или другую 

форму энергии в  электрическую. Источники электроэнергии 
принято разделять на традиционные и возобновляемые.

Традиционные (не возобновляемые) источники энергии — 
это природные вещества и материалы, которые могут быть ис-
пользованы человеком для производства энергии. Энергия тра-
диционных источников в отличие от возобновляемых находится 
в природе в связанном состоянии и высвобождается в резуль-
тате целенаправленных действий человека.

Возобновляемые источники энергии — это источники, ре-
сурс которых пополняется в человеческом масштабе времени. 
Основными ресурсом данной энергии являются такие при-
родные источники: солнечный свет, волны и  геотермальное 
тепло, ветер, дождь, приливы и отливы.

Основная часть

В связи с развитием промышленности и освоением новых тех-
нологий, роль энергетики в  экономике страны, становится все 

более существенной и основополагающей. Освоение новых про-
изводственных мощностей, приводит к необходимости увеличен-
ного использования электроэнергии. Развитие промышленности 
является крайне положительным показателем для экономики 
любой страны. Тем не менее, её рост, а в последствии и рост энер-
гопотребления, приводит к усугублению экологической ситуации, 
связанной в первую очередь с добычей и производством электро-
энергии, основным сырьём для которой, являются традиционные 
источники энергии. Что касается добычи, то в масштабах нашей 
страны данная сторона вопроса не вызывает особых опасений. 
Уровень производственной мощи, в сфере добычи традиционных 
источников энергии, в нашем государстве развит высоко. К тому 
же, необходимо отметить, что Россия является один из мировых 
лидеров по запасам и добыче полезных ископаемых, частью ко-
торых и являются традиционные источники энергии, такие как: 
уголь, газ, нефть и т. п. Данные показатели высоки и по сей день. 
Уровень добычи газа по итогам 2023 года составил 636,7 млрд м3, 
а уровень добычи нефти составил порядка 530 млн.т. [1].

Данное лидерство вызвано наличием большой территории 
нашего государства. Залежи ценных ресурсов простираются, 
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преимущественно, по всей территории нашей страны. Но, к со-
жалению, у  данного достояния есть и  отрицательная сторона 
вопроса. Наличие большой площади, приводит к ряду логисти-
ческих проблем. Так, транспортировка электроэнергии в  уда-
лённые области страны, становится проблематичной и  фи-
нансово не целесообразной. Именно данный факт и является 
поводом к развитию и внедрению новых систем, в основу ра-
боты которых, заложено применение возобновляемых источ-
ников энергии.

Внедрение данных систем, особенно целесообразно в  ре-
гионах, с  преобладание того или иного вида возобновляемых 
источников в  климатических условиях. Для данных регионов 
гораздо целесообразнее построить электростанцию, работа-
ющую на возобновляемых источниках энергии, чем затратить 
ресурсы и финансовые затраты, на подведение электричества 
по линиям электропередачи. Для достижения максимальной 
эффективности и  оптимальности от данного рода электро-
станции, необходим правильный подбор региона.

Так, ветроэлектростанции имеют большой потенциал и эф-
фективность в  граничных регионах нашей страны. Среднего-
довая скорость ветра в  данных регионах достигает значений 
более 5 м/с. Это связано с тем, что территориально они располо-
жены рядом с морскими побережьями и холмами. К таким ре-
гионам: республика Крым, Хабаровский край, дальневосточная 
часть Сибири. Тем не менее, необходимо учитывать и  доста-
точно высокий уровень шума, от работы данной станции, что 
не подходит под использование в ночное время суток в жилых 
районах.

Электростанции на основе солнечной энергетики, напротив, 
отличаются своим низким уровне шума, по сравнению с ранее 
рассмотренным видом электростанции. Данный вид станций це-
лесообразно применять в южных регионах России. В них продол-
жительность солнечного сияния гораздо больше, чем в  других 
областях. В список данных регионов входят: Крым, Краснодар-
ский край, Бурятия, Забайкальский край, Нижний Дон, Предкав-
казье, Нижнее и Среднее Поволжье, Южный Урал, юг Западной 
и  Средней Сибири. Продолжительность солнечного сияния 
в данных регионах составляет более 2000 часов в год.

Гидроэлектростанции выгоднее всего устанавливать в таких 
регионах, как: Красноярский край, Иркутская область, Амур-
ская область, Волгоградская область, Саратовская область, Са-
марская область, Республика Татарстан, Пермский край. Это 
связано с расположением данных регионов, по близости с круп-
ными реками. Данный вид станции имеет более высокий ко-

эффициент эффективности, по сравнению с другими видами. 
Данный показатель достигается, благодаря относительно 
низкой стоимости постройки и высоким КПД турбин и генера-
торов.

Не маловажной составляющей является и окупаемость ин-
вестиций, вложенных в  создание данных систем. Возведение 
электростанции весьма дорогое мероприятие, но тем не менее, 
государство оказывает всяческие меры поддержки. Основная 
направленность данного рода поддержек заключается в  при-
влечении частных инвестиций. Ограничение является тот факт, 
что данного рода поддержки распространяются лишь на сол-
нечные, ветряные, и  небольшие гидроэлектростанции, мощ-
ностью не более 25 Мвт. В  случае с  возобновляемыми источ-
никами энергии данное ограничение не должно стать особой 
помехой. За частую, для решения локальных проблем с подачей 
электроэнергии, в применении более высоких показателей нет 
необходимости. Ещё одним приятным фактом является то, что 
по статистике цена на электроэнергию, сгенерированную на 
возобновляемых источниках энергии, уменьшаются. Так, на-
пример, сгенерированное от Солнца электричество имеет тен-
денцию к уменьшению своей стоимости каждый год на 4%. При 
таких обстоятельствах ожидается смещение мирового энерге-
тического баланса в сторону ВИЭ, что не может не сказаться на 
развитии солнечной энергетики в России [2].

Заключение

Из ниже сказанного, хотелось бы отметить следующее. 
Полное внедрение станций и подстанций, работающих на воз-
обновляемых источниках энергии, в  настоящее время, не яв-
ляется рациональным решением, по ряду факторов. При-
менительно для нашего государства, ресурс традиционных 
источников энергии остаётся велик, в связи с чем нет острой 
необходимости во внедрении энергетики, работающей на воз-
обновляемых источниках. Но решение локальных проблем, 
позволяющих как разгрузить энергосеть, так и  позаботиться 
о экологической составляющей, данному виду энергии вполне 
по силам. В особенности, внедрение данных технологий, будет 
полезно для удалённых от крупных электростанций регионов. 
Во многих удалённых от центральной части регионах, уровень 
плотности промышленных мощностей не столь высок, потому 
многие локальные задачи по электрификации данных пред-
приятий, способны решить станции, работающие на возобнов-
ляемых источниках энергии.
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Разработка технологии извлечения масла ши из орехов карите
Меженский Сергей Александрович, студент магистратуры;

Тарасова Вероника Владимировна, кандидат технических наук, доцент
Российский биотехнологический университет (РОСБИОТЕХ) (г. Москва)

Современные тенденции в области здорового образа жизни выдвигают на первый план вопросы оптимизации диеты людей. 
Особое внимание заслуживает масло ши, которое становится ключевым элементом в борьбе за укрепление здоровья. Его положи-
тельное влияние на организм проявляется в уменьшении вероятности развития болезней сердца и сосудов, а также в способности 
понижать холестерин. Это масло способствует укреплению иммунитета, делая организм более устойчивым к вредным факторам 
окружающей среды. Эффективность масла ши обусловливается его богатым составом, который включает витамины, полинена-
сыщенные и ненасыщенные жирные кислоты, а также фосфолипиды. Эти компоненты придают маслу мощные антиоксидантные 
и защитные свойства против радиации, в значительной мере благодаря высокому содержанию токоферолов и каротиноидов. Таким 
образом, регулярное включение масла ши в рацион может сыграть значительную роль в повышении качества жизни и продвижении 
концепции правильного питания. Производство масла ши традиционным способом через холодное прессование направлено на то, 
чтобы максимально сохранить все полезные свойства сырья. Однако такой подход на производственном уровне сопряжен с опреде-
ленными сложностями: конечный объем продукции получается невелик, весь процесс занимает значительное время, и часть биоак-
тивных веществ теряется вместе с отходами производства. При написании статьи был изучен состав орехов карите и состав 
пищевых волокон орехов карите, получены новые данные по химическому составу и пищевой ценности орехов и продуктов их пере-
работки — масла, жмыха, скорлупы и околоплодной оболочки, что определило возможность комплексного использования продуктов 
переработки кедровых орехов в производстве пищевой продукции общего и функционального назначения.

Ключевые слова: масло ши, орехи карите, технология производства, сохранение качества, экстракция, жирнокислотный со-
став, стабильность.

Development of shea butter technology from shea nuts
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Modern trends in the field of a healthy lifestyle highlight the issues of optimizing people’s diets. Shea butter deserves special attention, as it is be-
coming a key element in the fight to improve health. Its positive effect on the body is manifested in reducing the likelihood of developing heart and 
vascular diseases, as well as the ability to lower cholesterol. This oil helps strengthen the immune system, making the body more resistant to harmful 
environmental factors. The effectiveness of shea butter is determined by its rich composition, which includes vitamins, polyunsaturated and unsat-
urated fatty acids, as well as phospholipids. These components give the oil powerful antioxidant and protective properties against radiation, largely 
due to the high content of tocopherols and carotenoids. Thus, regularly including shea butter in the diet can play a significant role in improving the 
quality of life and promoting the concept of proper nutrition. The production of shea butter in the traditional way through cold pressing is aimed 
at preserving as much as possible all the beneficial properties of the raw material. However, this approach at the production level is associated with 
certain difficulties: the final volume of production is small, the entire process takes considerable time, and some of the bioactive substances are lost 
along with production waste. When writing the article, the composition of shea nuts and the composition of dietary fibers of shea nuts were studied, 
new data were obtained on the chemical composition and nutritional value of nuts and their processed products — oil, cake, shell and amniotic 
membrane, which determined the possibility of complex use of processed products of pine nuts in the production of food products for general and 
functional purposes.

Keywords: shea butter, shea nuts, production technology, quality preservation, extraction, fatty acid composition, stability.

Масло ши — это растительное масло, получаемое из орехов 
дерева карите, которое произрастает в Западной и Цен-

тральной Африке. В последние годы масло ши стало все более 
популярным в  пищевой промышленности благодаря своим 
уникальным свойствам и потенциальным преимуществам.

Одним из главных преимуществ масла ши является его вы-
сокое содержание жирных кислот, таких как олеиновая, стеа-
риновая и  линолевая. Эти жирные кислоты являются необ-
ходимыми для организма человека, так как они помогают 

поддерживать здоровье кожи, улучшают пищеварение и  спо-
собствуют правильному функционированию сердечно-сосуди-
стой системы. Богатое содержание полиненасыщенных жирных 
кислот делает масло ши ценным источником питательных ве-
ществ. Кроме того, масло ши обладает антиоксидантными свой-
ствами, что помогает защитить организм от вредного воздей-
ствия свободных радикалов. Это особенно важно в  пищевой 
промышленности, где продукты могут подвергаться окисли-
тельной деградации. Применение масла ши в производстве пи-
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щевых продуктов может помочь увеличить их срок годности 
и сохранить их качество [1].

В рамках эксперимента, целью которого было исследование 
эффективности различных подходов к подготовке орехов, были 
взяты равные по объему партии этих плодов. Их обработали 
тремя уникальными способами. Первый способ включал в себя 
ручное извлечение орехов из их твердой оболочки и последу-
ющее устранение дефектов. В рамках второго подхода приме-
нялись машины для того, чтобы отделить скорлупу и  испра-
вить недочеты. А третий метод подразумевал предварительное 
подогревание орехов, что предшествовало их дальнейшей об-
работке. После того как каждая группа орехов прошла один из 
этих процессов, из них извлекли масло. Следующим этапом 
стало взвешивание полученных масел, чтобы определить их 
объем после применения разных методов подготовки.

Исследование выявило, что количество добываемого масла 
напрямую коррелирует с  выбранным способом предвари-
тельной обработки орехов. Оптимальный результат достигается 
при тепловой обработке орехов, поскольку тепло способствует 
разрушению клеточных барьеров, что облегчает освобождение 
масла. Альтернативный метод, представляющий собой меха-
ническую обработку, также показал свою результативность, 
упрощая удаление оболочки и исправление дефектов, что поло-
жительно сказывается на количестве извлекаемого масла [10].

Исследование выявило, что классический подход к  обра-
ботке орехов, включающий в себя вручную проводимую сор-
тировку и очистку от оболочек, не является оптимальным для 
извлечения максимального количества масла. Присутствует 
риск снижения уровня добычи ценного продукта в ходе таких 
операций. В свою очередь, тепловая обработка орехов демон-
стрирует значительно лучшие результаты, обеспечивая более 
высокую отдачу масла, что делает её предпочтительным ме-
тодом. Следует отметить, что механическая обработка также 
может быть адекватной альтернативой, учитывая специфиче-
ские производственные условия и наличие необходимого обо-
рудования. В целях достижения оптимальной эффективности 
извлечения масла, традиционные техники подготовки орехов 
рассматриваются как нежелательные [3].

Процесс извлечения масла может изменяться под влиянием 
различных методов, которые варьируются от использования 
холода до применения растворителей. Каждый способ выде-
ления масла обладает своими уникальными характеристиками, 
влияющими как на качество так и на количество получаемого 
продукта [7].

При извлечении масла из орехов, результаты могут зна-
чительно меняться в  зависимости от множества параметров. 
К примеру, более длительный процесс извлечения может спо-
собствовать увеличению объема масла, однако, это также 
может привести к  усилению концентрации примесей. Важно 
также принимать во внимание, что орехи разных видов и про-
исхождения могут отличаться по своему химическому составу, 
что, в  свою очередь, влияет на эффективность процесса экс-
тракции и конечное количество получаемого масла. Не менее 
значимы факторы, такие как условия, в которых орехи выра-
щивались и  обрабатывались, поскольку они тоже могут вно-
сить изменения в состав сырья [4].

Факторы, влияющие на количество добываемого масла из 
орехов, разнообразны, но среди них выделяются два основных: 
размер частиц после измельчения и применение температурной 
обработки перед извлечением масла. Установлено, что измель-
чение орехов до более мелких фрагментов способствует луч-
шему доступу экстракционных агентов к  липидам, что и  об-
уславливает повышение эффективности получения масла [8].

В то же время, применение тепла к орехам перед процессом 
экстракции играет ключевую роль в улучшении их обрабаты-
ваемости. Это связано с  разрушением структуры клеточных 
стенок под воздействием температуры, что облегчает высво-
бождение масла. Однако выбор правильной степени тепловой 
обработки критичен, поскольку неправильные температурные 
режимы могут привести к повреждению липидов, что снизит 
качество конечного продукта  [14]. Кроме того, исследования 
показали, что использование различных растворителей также 
оказывает влияние на выход масла.

Исследование влияния подготовки орехов на выход масла 
позволяет сделать вывод о необходимости оптимальной подго-
товки орехов перед экстракцией. Практическое применение по-
лученных результатов может значительно повлиять на эффек-
тивность и качество производства масла из орехов.

Выход масла из обжаренных ядер орехов карите варьиро-
вался от 41,48 до 54,41%, в зависимости от условий обжарки (ри-
сунок 1). Обработка обжаркой приводила к различным изме-
нениям в ядрах орехов, включая разрушение жировых клеток, 
денатурацию белка и снижение вязкости масла. Эти изменения 
способствовали увеличению выхода масла при отжиме. Было 
обнаружено, что выход масла из ядер орехов карите увеличи-
вается с увеличением времени обжарки. Самый высокий выход 
масла (54,41%) был получен при обжарке образца при 120 °C 
в течение 30 минут, что значительно превышало выход масла из 
необжаренного образца (41,48%).

В таблице 1 представлены жирнокислотные составы масла 
орехов карите, которое было получено путем отжима обжаренных 
ядер орехов карите при различных условиях обжарки. Во всех 
образцах, которые были исследованы, наибольшее количество 
жирных кислот составляла линолевая кислота (С18:2), соответ-
ственно от 50,74% до 62,65%. Затем следовала олеиновая кислота 
(С18:1) с 13,33% до 20,88%, линоленовая кислота (С18:3) с 12,39% 
до 17,59%, пальмитиновая кислота (С16:0) с 7,08% до 9,41% и стеа-
риновая кислота (C18:0) с 1,22% до 2,44%. Насыщенные жирные 
кислоты (ПНЖК) были основными жирными кислотами в диа-
пазоне от 68,33% до 77,06%, в то время как мононенасыщенные 
жирные кислоты (МЖК) составляли от 13,33% до 20,88%.

В масле орехов карите, линолевая кислота выступает в каче-
стве основной жирной кислоты. Произошла обнаружение са-
мого низкого содержания линолевой кислоты в образцах, ко-
торые были подвергнуты нагреванию при температуре 120 °C 
в  течение 30 минут. С  другой стороны, самое высокое содер-
жание линолевой кислоты было обнаружено в масле орехов ка-
рите, которое было подвергнуто нагреванию при температуре 
150 °C в течение 30 минут.

Сопроцесс обжарки не оказал влияния на характер жирных 
кислот в ореховом масле карите, однако состав жирных кислот 
несколько изменился после проведения обжарки. Умеренная 
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обжарка способна повысить содержание ненасыщенных (олеи-
новой и линолевой) и насыщенных (пальмитиновой) жирных 
кислот, особенно в  образце, подвергнутом обжарке при тем-
пературе 120 °C в течение 30 минут. Результаты исследования 
Вайдьи и Ын показали, что отсутствует существенное различие 
в составе жирных кислот в масле карите, полученном из обжа-
ренных и  необжаренных ядер орехов карите, независимо от 
времени и температуры обжарки [15].

В таблице 2 представлены физико-химические характери-
стики масла орехов карите. Низкое содержание кислот (AV) 
(0,12–0,37  мг NaOH / г) указывает на то, что обработка об-
жаркой не приводит к образованию свободных жирных кислот 
в масле орехов карите.

Степень прогорклости масла можно определить с помощью 
показателя значения окисления (POV), который основан на из-
мерении продуктов окисления масла. Проведенные исследо-
вания показали, что при повышении температуры и  времени 

обжаривания, POV значительно увеличивается: с 1,77 ммоль/кг 
(при 120 °C, 10 минут) до 3,98 ммоль/кг (при 180 °C, 30 минут). 
Это свидетельствует о том, что процесс обжаривания способ-
ствует образованию перекисей и  гидроперекисей в  масле из 
орехов карите. Однако, несмотря на это, результаты POV оста-
ются в пределах стандартов для коммерческих пищевых расти-
тельных масел, которые составляют ≤10 ммоль/кг.

Влияние TBA на продукты окисления, такие как альдегиды 
ненасыщенных жирных кислот, используемые для оценки сте-
пени окисления на различных этапах окисления, было исследо-
вано. Полученные значения TBA после процесса обжаривания 
оказались в  диапазоне от 0,0268 до 0,0318. Обнаружено, что 
наименьшая степень окисления наблюдалась при обжаривании 
при температуре 120 °C в течение 30 минут, 150 °C в течение 30 
минут и 180 °C в течение 10 минут.

В таблице 3 представлены результаты исследования пока-
зателей, связанных с  способностью масла орехов карите к уда-

Рис. 1. Выходы экстракции для ядер орехов карите, обжаренных при разной температуре и продолжительности

Таблица 1. Жирнокислотный состав (%) масла орехов карите при обжаривании ядер орехов карите 
при различной температуре и продолжительности

Пример
Пальми-

новая 
кислота

Стеари-
новая 

кислота

Олеиновая 
кислота

Линолевая 
кислота

Линоле-
новая 

кислота
СФА МУФА ПНЖК

Оригинал 7,08±0,08 2,43±0,03 15,79±0,08 62,31±0,11 9,51±0,12 9,51±0,12 15,79±0,08 74,71±0,19
120°C 10 мин 7,99±0,13 1,26±0,25 17,97±0,05 58,87±0,35 9,24±0,38 9,24±0,38 17,97±0,05 72,80±0,43

20 мин 8,70±0,06 1,57±0,02 19,02±0,09 54,03±0,45 10,28±0,04 10,28±0,04 19,02±0,09 70,72±0,06
30 мин 9,41±0,13 1,39±0,08 20,88±0,18 50,74±0,28 10,80±0,22 10,80±0,22 20,88±0,18 68,33±0,04

150°C 10 мин 8,84±0,36 1,67±0,01 18,73±0,33 55,68±0,70 10,51±0,37 10,51±0,37 18,73±0,33 70,77±0,04
20 мин 7,41±0,24 1,22±0,25 16,28±1,19 60,92±2,09 8,63±0,01 8,63±0,01 16,28±1,19 75,10±1,18
30 мин 8,14±1,19 1,89±0,67 13,82±3,01 62,65±1,07 10,02±0,51 10,02±0,51 13,82±3,01 76,16±2,50

180°C 10 мин 7,15±0,11 2,33±0,01 15,91±0,02 61,57±0,06 9,48±0,11 9,48±0,11 15,91±0,02 74,62±0,08
20 мин 7,82±1,03 1,80±0,72 13,33±3,42 62,46±0,93 9,61±0,31 9,61±0,31 13,33±3,42 77,06±3,17
30 мин 7,10±0,13 2,44±0,00 16,62±0,07 61,45±0,07 9,54±0,13 9,54±0,13 16,62±0,07 73,84±0,06
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лению свободных радикалов (FRAP, ABTS и DPPH) и основного 
индекса стабильности (OSI) при различных условиях процесса 
обжарки. Для ускорения окисления масла орехов карите было 
проведено воздействие высокой температуры (110 °C) и  потока 
воздуха со скоростью 20 л/ч (39). Оценка окислительной стабиль-

ности масла орехов карите осуществлялась путем измерения вре-
мени от периода индукции до периода окисления. Полученные 
результаты показали, что время выдержки масла орехов карите 
варьировало в  диапазоне от 4,53 до 5,57 часов, что свидетель-
ствует о увеличении времени выдержки после обжарки.

Таблица 3. Индекс окислительной стабильности (h) и способность к удалению свободных радикалов (мкмоль ТЕ /л) масла 
орехов карите при обжаривании ядер орехов карите при различной температуре и продолжительности

Пример ДППХ АБЦ ФРАП
Оригинал 4,53±0,31 30,00±0,72 101,41±2,86

120 °C 10 мин 4,68±0,12 14,76±0,42 106,13±1,616
20 мин 5,34±0,30 95,48±0,83 119,4±1,22
30 мин 4,77±0,13 26,44±0,72 102,31±0,66

150 °C 10 мин 4,78±0,24 21,44±0,72 109,07±0,266
20 мин 4,69±0,23 29,76±0,83 100,10±1,46
30 мин 5,57±0,20 38,80±0,42 106,85±2,236

180 °C 10 мин 5,14±0,08 15,42±0,42 88,19±0,16
20 мин 5,45±0,19 19,76±1,10 96,99±2,93
30 мин 5,41±0,13 36,68±0,42 91,19±3,23

В ходе проведенного исследования было обнаружено, что 
процесс обжарки способен значительно усилить антиокси-
дантные свойства масла орехов карите, а  также повысить его 
способность к  удалению свободных радикалов и  сокращение 
индекса окислительного стресса (OSI). Эти результаты согла-
суются с предыдущими исследованиями, проведенными Alek-
sander и  его коллегами, которые также показали, что масло 
рапса после обжарки обладает антиоксидантной активностью. 
Подобные изменения в антиоксидантной активности отмечены 
и при обжаривании семян Сача инчи, что указывает на наличие 
многочисленных фенольных соединений с антиоксидантными 
свойствами в растениях [9].

Фенольные соединения, присутствующие в  масле, могут 
быть разрушены в  результате обработки обжаркой, что при-
водит к  разрыву ковалентных связей и  высвобождению этих 
соединений в свободной форме. Интересно отметить, что после 
проведения обжарки наблюдается значительное увеличение ан-
тиоксидантной способности масла. Такое явление может быть 
объяснено разложением некоторых термочувствительных ан-
тиоксидантных компонентов и  образованием термостойких 
антиоксидантных соединений. Кроме того, при обработке об-
жаркой могут образовываться некоторые антиоксиданты 
с  потенциальной антиоксидантной активностью по реакции 
Майяра.
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Таблица 2. Содержание перекиси, кислоты и тиобарбитуровой кислоты в масле орехов карите при обжаривании ядер орехов 
карите при различ-ной температуре и продолжительности

Пример POV (ммоль/кг) AV (мг NaOH/г) TBA
Оригинал 1,59±0,09 0,12±0,25 0,0313±0,0019

120 °C 10 мин 1,77±0,05 0,23±0,23 0,0315±0,0006
20 мин 1,93±0,02 0,23±0,21 0,0318±0,00056
30 мин 2,00±0,02 0,20±0,10 0,0268±0,0010

150 °C 10 мин 2,34±0,04 0,29±0,17 0,0285±0,0006
20 мин 2,57±0,06 0,37±0,10 0,0303±0,00106
30 мин 2,71±0,07 0,21±0,15 0,0270±0,00006

180 °C 10 мин 3,58±0,09 0,19±0,10 0,0270±0,00006
20 мин 3,83±0,05 0,26±0,31 0,0355±0,0013
30 мин 3,98±0,12 0,34±0,53 0,0318±0,00096
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Расчёт режима сети 0,4 кВ с учётом несимметрии 
мощностей потребителей частного сектора

Чередов Эдуард Николаевич, старший преподаватель;
Шелковникова Александра Александровна, магистр, преподаватель

Восточно-Сибирский государственный университет технологий и управления (г. Улан-Удэ)

За последние годы произошло значительное увеличение установленной мощности электрооборудования в  распредели-
тельных сетях 0,4 кВ частного сектора городов. Многочисленные исследования, посвященные анализу режимов работы этих 

сетей, показали, что в них возникает значительная несимметрия трехфазной системы токов, которая обусловлена коммунально-
бытовой нагрузкой, основную часть которой составляют неравномерно распределенные однофазные электроприемники, име-
ющие случайный характер коммутации [1].

Неравномерность распределения однофазных электроприемников вызывает так называемую неслучайную несимметрию 
трехфазной системы токов. Случайные включения и отключения однофазных электроприемников определяет возникновение 
вероятностной (случайной) несимметрии трехфазной системой токов которая достигает значительной величины.

Несимметрия токов и напряжений в сельских электрических сетях 0,4 кВ является причиной увеличения потерь и ухудшения 
качества электрической энергии.

Цель данной работы заключается в проведении анализа режимов электрических сетей, чтобы выяснить, на сколько подстанции 
и сами сети готовы к увеличению нагрузки. Это становится особенно актуальным в связи с планируемым внедрением электроотоп-
ления указанных выше потребителей.

Для достижения поставленной цели следует решить следующие задачи: оценка существующего состояния электрической сети, 
расчет режима существующей сети, расчет режима сети с учетом увеличения нагрузок в будущем, оценка пригодности установлен-
ного оборудования к эксплуатации в будущем, разработка необходимых мероприятий для функционирования сети в новых усло-
виях.
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Объект исследования. Рассмотрим сети 0,4 кВ микрорайона «Батарейка», который находится практически в центре города 
Улан-Удэ и относится к Советскому району, который расположен на правом (северном) берегу реки Уда (рисунок 1).

Предметом исследования является расчёт электрического режима системы электроснабжения частного сектора указанного 
выше микрорайона.

В большом разнообразии известных методик электрических расчетов систем электроснабжения типичным остается допу-
щение, что выражения, применяемые в них при расчетах, справедливы при условии потребления мощностей потребителями в не-
искаженном (номинальном) режиме. Связно это с тем, что при проектировании работа электрических сетей предполагается в но-
минальном, симметричном и синусоидальном режиме.

Перед расчетом был произведен обход и осмотр сетей. Осматривались опоры, замерялось расстояние между ними, определя-
лась длина линий, выполненных самонесущими изолированными проводами (рисунок 2).

Рис. 1

   

Рис. 2
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Потребители частного сектора рассматриваемой сети питаются от трансформаторного пункта №  306. Установлено два транс-
форматора марки ТМ 400/6. От шин подстанции рубильники под №  5, 7, 9 охватывают частный сектор, который мы рассматри-
ваем, и обслуживают улицы Ермаковского, Ляпидевского, Гоголя, Толстого, Малостолярная, Маршака. План-схема сети 0,4 кВ по-
казана на рисунке 3.

Основываясь на результатах практических измерений, можно утверждать, что в настоящее время в действующих электриче-
ских сетях довольно часто распространено явление длительной фазной несимметрии нагрузки.

Как известно, длительные несимметричные режимы возникают:
– в первую очередь при пофазной разнице параметров системы;
– в случае неполнофазных режимов работы электрооборудования;
– при подключении несимметричных нагрузок.
Задача расчета режима заключается в определении параметров режима, к которым относятся:
– значения токов в элементах сети;
– значения напряжений в узлах сети;
– значения мощностей в элементах сети;
– значения потерь мощности и электроэнергии.
Расчет этих величин необходим для выбора оборудования, обеспечения качества электроэнергии, оптимизации режимов ра-

боты сетей.
Для расчета режимов электрических сетей широко применяется программный комплекс RastrWin3 [3], однако:
– предполагается полная симметрия системы;
– расчет только для трехфазной сети;
– лицензионное ограничение (60 узлов).
Нами было принято решение использовать для расчета программное обеспечение InorXL [4], потому что:
– основан на алгоритмах RastrWin3;
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– бесплатный;
– встраивается в Excel.
Решение произвести расчет в InorXL, т. к. Microsoft  Excel всегда под рукой. InorXL — это программа для расчета и анализа устано-

вившегося режима энергосистемы, интегрированная в Microsoft  Excel (рисунок 4). Поскольку среди пользователей Microsoft  Excel 
широко используется для подготовки данных, анализа и создания отчетов, показалось очевидным встроить расчетный модуль 
в среду Excel, чтобы получить простой и надежный инструмент для расчёта режима электрической сети.

Рис. 4

Процесс расчета. На рисунке 5 — показаны узлы, заданы №  узла, его состояние (балансирующий узел — база; нагрузочный 
узел — нагр.), номинальное напряжение узла, мощность активной и реактивной нагрузки узла, значение модуля напряжения.

На рисунке 6 — показаны ветви, задан номер узла начала ветви, номер узла конца ветви, состояние ветви (может быть «вкл» или 
«откл»), а также активное и реактивное сопротивления ветви.

Расчет произведен в отдельности для каждой фазы. Напряжения и мощности пересчитаны на фазные значения. Также было 
произведено перераспределение нагрузок по фазам, с целью симметрирования параметров режима. Результаты сведены в таблицу.
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Рис. 5

Рис. 6

Таблица 1. Параметры режима

Параметр №  рубильника
Значения для фазы

А В С

Ток головного участка, А
5
7
9

131
19
96

110
19

103

131
19
97

Активная мощность, кВт
5
7
9

30
4

22

25
4

24

30
4

22
Напряжение источника, В - 231 231 231

Напряжение в конце линии, В
5
7
9

215
227
211

217
227
209

215
227
210
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Заключение

Полученные результаты указывают на то, что с помощью InorXL можно рассчитывать режимы систем электроснабжения.
В электронной таблице наиболее удобно обрабатывать результаты расчетов.
Можно учесть несимметрию режимов, уровни напряжений по фазам, что может способно послужить основанием для приме-

нения мероприятий по улучшению качества электроэнергии.
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Использование роботизированных систем в строительстве 
для увеличения производительности и безопасности труда

Ялкапова Мая Аганыязовна, старший преподаватель;
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Туркменский государственный архитектурно-строительный институт (г. Ашхабад)

В современной строительной индустрии использование роботизированных систем становится все более распространенным 
средством для повышения производительности и безопасности труда. Эта тема исследует различные аспекты применения ро-
ботизированных систем в  различных сферах строительства, включая возведение зданий, монтаж инженерных сетей, и  даже 
управление строительными отходами. Основное внимание уделяется анализу того, как роботизированные системы могут опти-
мизировать процессы, сокращая время выполнения задач и уменьшая риски для работников. Кроме того, рассматриваются техно-
логические инновации и вызовы, связанные с интеграцией роботизированных систем в строительную практику, а также потен-
циал для дальнейшего развития этого направления.

Ключевые слова: роботизированные системы, строительство, производительность, безопасность труда, автоматизация, 
инженерные сети, управление отходами, технологические инновации, интеграция, вызовы.

Строительная отрасль переживает технологическую рево-
люцию: роботизированные системы становятся ключевым 

инструментом повышения производительности и безопасности. 
В  данной статье рассматривается многоплановое применение 
робототехнических комплексов в различных строительных про-
цессах, начиная от возведения зданий и заканчивая монтажом 
инженерных сетей и утилизацией отходов. Анализируя темати-
ческие исследования и технологические достижения, эта статья 
объясняет преобразующее влияние роботизированных систем 
на практику строительства. Особое внимание уделяется тому, 
как роботизированные системы оптимизируют процессы, со-
кращают время выполнения задач и снижают риски для работ-
ников. Кроме того, в статье рассматриваются технологические 
инновации и проблемы, связанные с интеграцией роботизиро-
ванных систем в  практику строительства, а  также потенциал 
дальнейшего развития в этой области.

Роботизированные системы производят революцию в строи-
тельной отрасли, автоматизируя задачи, традиционно выпол-
няемые человеческим трудом. От роботов-камнекладчиков до 
автономных дронов — эти системы меняют методы строитель-

ства, повышают производительность и стандарты безопасности. 
В этой статье рассматриваются разнообразные применения ро-
ботизированных систем в строительстве и их влияние на управ-
ление проектами и безопасность рабочей силы.

Робототехнические системы для повышения 
производительности

Роботизированные системы играют решающую роль в по-
вышении производительности различных строительных про-
цессов. Автоматизируя повторяющиеся задачи, такие как кладка 
кирпича, сварка и  погрузочно-разгрузочные работы, эти си-
стемы позволяют быстрее завершить проект и оптимизировать 
ресурсы. Кроме того, роботизированные системы повышают 
точность и аккуратность, сокращая количество ошибок и дора-
боток во время строительства. Например, роботизированные 
руки, оснащенные технологией 3D-печати, могут изготавливать 
сложные архитектурные компоненты с беспрецедентной скоро-
стью и точностью. Кроме того, роботизированные дроны, осна-
щенные датчиками и  камерами, облегчают проведение аэро-
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фотосъемок и инспекций, оптимизируя мониторинг объектов 
и отслеживание прогресса. Благодаря интеграции роботизиро-
ванных систем строительные проекты могут достичь более вы-
сокого уровня эффективности и производительности.

Повышение безопасности с помощью роботизированных 
систем

Помимо повышения производительности, роботизиро-
ванные системы способствуют повышению стандартов безопас-
ности в строительной отрасли. Автоматизируя опасные задачи, 
такие как снос и земляные работы, эти системы сводят к мини-
муму прямое воздействие рабочих на опасную среду. Например, 
роботы-демонтажники с  дистанционным управлением могут 
разбирать конструкции в замкнутых пространствах или опасных 
условиях, снижая риск несчастных случаев и травм. Кроме того, 
роботизированные экзоскелеты обеспечивают эргономичную 
поддержку работникам, снижая нагрузку, связанную с подъемом 
тяжестей и повторяющимися движениями. Автономные транс-
портные средства и  дроны, оснащенные современными нави-
гационными системами, повышают безопасность объекта, вы-
являя потенциальные опасности и  контролируя строительные 
работы с безопасного расстояния. Расширяя возможности чело-
века и снижая риски, роботизированные системы способствуют 
созданию более безопасной рабочей среды в строительстве.

Технологические инновации и вызовы

Интеграция роботизированных систем в  строительную 
практику представляет собой как технологические инновации, 
так и проблемы. С одной стороны, достижения в области ро-
бототехники, искусственного интеллекта и  сенсорных техно-
логий привели к разработке более сложных и универсальных 
роботизированных систем. Коллаборативные роботы (ко-
боты), предназначенные для работы вместе с  людьми, повы-
шают эффективность и гибкость на строительных площадках. 
С  другой стороны, такие проблемы, как высокие первона-
чальные затраты, ограниченная адаптируемость к  сложным 
условиям и  нормативные барьеры, препятствуют широкому 
внедрению роботизированных систем в  строительстве. Более 
того, тщательного рассмотрения требуют этические послед-

ствия автоматизации, включая сокращение рабочих мест и пе-
реквалификацию рабочей силы. Решение этих проблем требует 
междисциплинарного сотрудничества и  постоянных инно-
ваций в робототехнических технологиях.

Будущие направления и возможности

Несмотря на проблемы, будущее роботизированных си-
стем в строительстве кажется многообещающим. Постоянные 
исследования и  разработки способствуют развитию робо-
тотехники, материаловедения и  технологий автоматизации, 
прокладывая путь к  более интеллектуальным и  адаптивным 
роботизированным системам. Появление совместной робото-
техники и  технологий взаимодействия человека и  робота по-
тенциально может изменить динамику строительных работ, 
создавая более безопасную и  продуктивную рабочую среду. 
Более того, повышенное внимание к устойчивости и устойчи-
вости в строительной практике стимулирует спрос на иннова-
ционные роботизированные решения, такие как автономные 
строительные роботы, способные перерабатывать и повторно 
использовать материалы на месте. Охватывая технологические 
инновации и сотрудничество, строительная отрасль может ис-
пользовать весь потенциал роботизированных систем для со-
здания более безопасных, умных и устойчивых структур.

Заключение

В заключение отметим, что использование роботизиро-
ванных систем представляет собой сдвиг парадигмы в строи-
тельной отрасли, предлагая беспрецедентные возможности для 
повышения производительности и  безопасности. От автома-
тизированных строительных роботов до воздушных дронов — 
эти системы совершают революцию в традиционных методах 
строительства и  меняют будущее искусственной среды. Од-
нако реализация всего потенциала роботизированных систем 
требует преодоления технологических барьеров, решения нор-
мативных проблем и  соблюдения этических норм. Принимая 
инновации и  сотрудничество, заинтересованные стороны 
в  строительной отрасли могут использовать преобразующую 
силу роботизированных систем для создания более безопасных, 
эффективных и устойчивых структур для будущих поколений.
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В современном медиасекторе благотворительным организациям приходится конкурировать за внимание аудитории наравне 
с коммерческими компаниями.

Одним из самых доступных и эффективных средств визуальной коммуникации является инфографика. В статье автор по-
дробно раскрывает значение, виды и цели инфографики, изучает современные примеры и доказывает, что инфографика играет зна-
чительную роль в сфере благотворительности.

Ключевые слова: инфографика, визуальная коммуникация, реклама благотворительных организаций.

«Лучше один раз увидеть, чем сто раз услышать» — это по-
пулярное выражение, подразумевает, что увиденное восприни-
мается лучше, чем услышанное. И действительно, зрение — это 
самое быстрое и наиболее сильно развитое из всех 5 чувств че-
ловека. Как считают специалисты в  области психологии вос-
приятия — 83% информации мы получаем именно посредством 
зрения.

Одна из форм общения людей, позволяющая передавать 
опыт и знания в самой доступной форме — это изображение. 
Передача смысла каких-либо сложных явлений и  понятий 
в  виде картинок использовались человеком с  давних времен, 
еще до того, как он начал говорить: это и наскальная живопись, 
и  древнеегипетские иероглифы. По своей сути такая простая 
визуализация данных, тем не менее, помогла сохранить важную 
информацию для будущих поколений.

По мере развития человека, формирования общества, от-
крытия и обозначения новых земель появлялась необходимость 
в визуализации информации. Значительным этапом в её раз-
витии можно назвать появление географических карт. Первым 
же, кто попробовал представить сложную информацию в до-
ступном виде и  сопроводить свои изображения текстом был 
Леонардо да Винчи. В описании к своим изобретениям он не-
редко делал наглядные зарисовки. Таким образом, ученый по-
яснял принцип работы и назначение изображенных предметов.

В современном мире самое главное, что обеспечивает ком-
фортное существование человека — это информация. Именно 
благодаря ей мы развиваемся и  совершенствуемся. Однако, 
постоянное увеличение потоков информации и  ограничен-
ность времени создает сложность её понимания и  усвоения. 
Все большую актуальность приобретает упрощение и  пере-
осмысление сложного в простое. Такое явление, как «инфогра-

фика» — визуализация данных или идей, целью которой явля-
ется донесение сложной информации до аудитории быстрым 
и  понятным образом, приобретает важное значение в  самых 
различных сферах деятельности. Вся информация, которая 
окружает нас сегодня, в той или иной степени упрощена и пред-
ставлена в  виде пиктограмм, графиков, поясняющих иллю-
страций, диаграмм, блок-схем, таблиц и карт. Каждый день мы 
сталкиваемся с  информационным дизайном — будь то схема 
метро, инструкция по сборке мебели, городская карта досто-
примечательностей, дорожные знаки, интерфейсы мобильных 
приложений и  мультимедиа экранов. Все это — визуальное 
представление информации.

Основные виды инфографики:
1. Статистическая инфографика
Представление каких-либо статистических данных в  виде 

оригинально оформленной графической композиции с  тек-
стом.

2. Информационная инфографика
Идеально подходит в  том случае, если необходимо чётко 

представить какой-то массивный структурированный ма-
териал, дать обзор актуальной темы или предоставить ин-
структаж.

3. Лента времени
Временная шкала или прямой отрезок, на который в хроно-

логической последовательности наносятся события. Линии или 
ленты времени используются при работе с биографиями и ис-
торическими данными.

4. Инфографика процесса
В то время как лента времени будет выделять моменты вре-

мени, инфографика процесса идеально подходит для описания 
этапов какого-то процесса или операции. Инфографическое 
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отражение процесса позволит упростить и акцентировать вни-
мание на каждом шаге. Большинство инфографики процесса 
следуют прямолинейному потоку сверху вниз или слева на-
право.

5. Географическая инфографика
Визуализация данных, основанных на местоположении, де-

мографических данных или экономической статистики.
6. Сравнительная инфографика
Эффективная инфографика для того, чтобы сравнить не-

сколько вариантов событий, явлений или личностей.
7. Иерархическая инфографика
Иерархическая инфографика может организовать информа-

ционный поток от наибольшего к наименьшему. Или наоборот.
С функциональной точки зрения любая инфографика 

должна давать ответы на традиционные вопросы: что? кто? где? 
когда? как? зачем? почему? Таким образом, можно отметить 
следующие особенности инфографики:

– наличие графических объектов;
– объективная информационная нагрузка;
– красочная подача данных;
– внятное и осмысленное представление темы.
Исходя из основных целей инфографики, таких как: совер-

шенствование процесса восприятия информации, объяснение 
сложных данных простыми и понятными образами, передача 
массивной информации в  компактном сообщении, можно 
утверждать, что инфографика — это эффективный инструмент, 
который вне зависимости от сферы деятельности позволяет до-
нести ключевое сообщение до аудитории, сформировать ин-
терес и побудить к действию.

Анализируя визуальные коммуникации некоммерческих 
и благотворительных организаций, можно отметить также воз-
растающую тенденцию на использование инфографики. Не-
обходимость в  сокращении дистанции и  времени контакта 

с аудиторией здесь, как нигде, имеет ключевое значение. Ведь 
то важное сообщение, которое благотворительная организация 
хочет донести до своей аудитории зачастую является крайне 
важным не только для её существования, но и  для общества 
в целом.

В большом потоке рекламной информации и скорости по-
явления нового контента, благотворительные организации 
вынуждены активно бороться за внимание аудитории наряду 
с  коммерческими компаниями. Подача сообщения должна 
быть интересной, понятной и побуждающей к действию. Будь 
то сбор средств на помощь нуждающимся, или информиро-
вание аудитории о  важных явлениях социальной жизни, за-
боте о здоровье и экстренной помощи в трудной ситуации. Ин-
фографика и визуализация данных как раз помогает привлечь 
внимание к сообщению, раскрыть объемный материал в виде 
понятной структуры, создать необходимые акценты, которые 
ускорят восприятие и будут способствовать лучшему запоми-
нанию.

В коммуникации благотворительных организаций хорошая 
инфографика помимо донесения информации также помо-
гает в  дополнительном продвижении и  формировании поло-
жительного имиджа. За счет визуальной привлекательности 
и полезности, инфографика обладает высоким виральным по-
тенциалом. Аудитория может «завирусить» сообщение, посове-
товать другим или даже сохранить себе как памятку.

Здесь в качестве примера, можно привести плакаты Фонда 
борьбы с инсультом «Орби» — простая, но эффективная инфо-
графика показывает, как распознать первые признаки инсульта 
и вызвать скорую помощь.

Также плакат «Первая помощь при приступе эпилепсии» 
от Департамента здравоохранения Москвы поэтапно показы-
вает последовательность действий и перечень того, чего делать 
нельзя при приступе эпилепсии.

Рис. 1. Уличный плакат с инфографикой о симптомах инсульта от Фонда борьбы с инсультом «Орби»
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Пример из другой сферы — социальная организация «Мур-
манск. И себе, и людям» через инфографику информирует в со-
циальных сетях жителей города о разных социальных явлениях, 
активностях или просто интересных фактах городской среды — 
от ухода за питомцем до статистики экосистемы Мурманска. 
Это хорошо работает — жители города позитивно реагируют на 
такие сообщения — комментируют, делятся с друзьями, скачи-
вают и распечатывают. Все это способствует продвижению со-
общества и формированию положительного образа.

В заключение стоит отметить, что сегодня благотвори-
тельные и  социальные некоммерческие организации пережи-

вают явление так называемого «визуального поворота», когда 
визуальный контент преобладает в коммуникации компании, 
делает её более доступной к пониманию, расширяет аудиторию 
и увеличивает эмоциональную составляющую сообщения. Ин-
фографика, как один из способов обратить на себя внимание 
и донести сообщение до аудитории, обладает высоким потен-
циалом в коммуникации организации. Относительная доступ-
ность, функциональность и  визуальная привлекательность 
инфографики позволяет некоммерческим проектам при ми-
нимальных затратах обращаться к своей аудитории и выстраи-
вать эффективную коммуникацию.

Рис. 2. Плакат «Первая помощь при приступе эпилепсии»

   

Рис. 3. Инфографика социальной организации «Мурманск. И себе, и людям»
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Г Е О Л О Г И Я

Добыча и классификация минералов и горных пород
Аманова Айнабат Чарыгелдиевна, преподаватель;

Сухрабов Анварджан Сухрабович, студент;
Сапармырадов Якуп Бердиевич, студент

Туркменский государственный архитектурно-строительный институт (г. Ашхабад, Туркменистан)

Минералы и горные породы — это основные составляющие 
земной коры и важные элементы в геологии и науке о ма-

териалах. Минерал — это естественное химическое соеди-
нение или элемент, имеющее определенную химическую фор-
мулу, кристаллическую структуру и характеристики, такие как 
твердость, цвет, спайность, блеск и  другие физические свой-
ства. Минералы являются основными строительными блоками 
земной коры и обычно образуют кристаллы в результате геоло-
гических процессов. А горная порода — это сложное геологиче-
ское образование, состоящее из различных минералов, которые 
сцементированы или соединены вместе естественным образом. 
Горные породы формируются в результате физических и хими-
ческих процессов, таких как кристаллизация магмы, осаждение 
осадков, метаморфизм и другие геологические изменения, ко-
торые происходят в  земной коре. Некоторые распростра-
ненные минералы включают кварц, известняк, гипс, микро-
клин, биотит, алмазы и другие. Минералы имеют уникальные 
физические и  химические свойства, такие как твердость 
(по шкале Мооса), цвет, блеск, спайность, излом, плотность, оп-
тические свойства, химический состав и другие. Эти свойства 
позволяют определять и классифицировать минералы. Мине-
ралы классифицируются на группы в зависимости от их хими-
ческого состава и  кристаллической структуры. Зачастую они 
образовывються в результате геологических процессов, таких 
как кристаллизация из расплава, осаждение из растворов, ме-
таморфизм или гидротермальные процессы. [1]

Виды минералов:
1. Силикаты — это самая обширная и важная группа мине-

ралов, содержащих кремний и кислород. Они составляют около 
90% земной коры. Кварц, например, является наиболее распро-
страненным минералом, а слюда используется в керамике из-за 
своих специфических свойств.

2. Карбонаты — содержат карбонатные ионы (CO3^2-). Кар-
бонаты распространены в морских организмах и могут образо-
вывать крупные образования, такие как известняк и доломит.

3. Оксиды — это минералы, состоящие из кислорода в со-
единении с металлами. Магнетит, например, является одним из 
самых распространенных оксидов железа.

4. Сульфиды — содержат металлы, связанные с  серой. 
Пирит (железная пирит) широко известен своими металличе-
скими блеском и характерным «золотистым» видом.

5. Сульфаты — содержат сульфатные группы (SO4^2-). 
Гипс широко используется в строительстве и производстве гип-
сокартона.

6. Галогениды — содержат галогенные элементы (фтор, 
хлор, бром, йод). Флюорит, например, используется в промыш-
ленности для производства фтора и алюминия.

7. Фосфаты — минералы, содержащие фосфатные группы. 
Апатит является одним из самых важных минералов-фосфатов, 
используется в  производстве удобрений и  химической про-
мышленности. [2]

Горные породы представляют собой совокупность мине-
ралов, образующих естественные массивы или образования 
в  земной коре. Это комплексные геологические образования 
состоят из различных минералов, связанных вместе общим 
происхождением. Примерами горных пород могут послужит: 
Гранит, базальт, сланец, мрамор, песчаник, известняк и другие. 
Горные породы характеризуются их структурой (текстурой), 
минеральным составом, пористостью, плотностью, прочно-
стью, абразивностью и другими физическими свойствами. Эти 
свойства определяют их использование в строительстве, про-
изводстве материалов и других отраслях. Горные породы клас-
сифицируются на основе их происхождения и  строения. На-
пример, они могут быть органическими (например, уголь), 
осадочными (например, песчаник), магматическими (на-
пример, гранит) или метаморфическими (например, сланец).

Виды горных пород:
1. Магматические породы образуются из остывшей магмы. 

Гранит является одним из самых распространенных магматиче-
ских пород, а базальт часто встречается на океаническом дне.

2. Осадочные породы образуются из накопления осадоч-
ного материала. Известняк, состоящий из остатков организмов 
и минералов, и песчаник, образующийся из песчинок, являются 
примерами осадочных пород.

3. Метаморфические породы образуются под воздей-
ствием высоких давлений и температур. Мрамор образуется из 
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метаморфизма исходного известняка, а сланец происходит из 
метаморфизма исходных глин.

4. Гидрогенные породы — образуются из осаждения мате-
риалов из водных растворов. Кремниевые опалы формируются 
в  результате растворения кремния, а  соленые отложения со-
держат минералы, осаждаемые из морской воды.

Это лишь небольшой обзор разнообразия минералов 
и горных пород, которые встречаются в земной коре и играют 
важную роль в геологических процессах и промышленности.

Горные породы формируются в  результате геологических 
процессов, таких как кристаллизация магмы, компактирование 
осадков, метаморфизм и другие. Изучение минералов и горных 
пород является ключевым аспектом геологии, строительства, 
горнодобычи, металлургии и других областей, помогая лучше 
понимать структуру и свойства земной коры и использовать их 
в различных технических и промышленных целях. [4]

Основные различия между минералами и  горными поро-
дами состоит из несколько важных аспектов. Во-первых, ми-
нералы — это единичные химические соединения, в то время 
как как горные породы представляют собой комбинацию ми-
нералов. Во-вторых, минералы имеют определенную химиче-
скую формулу и кристаллическую структуру, а горные породы 
представляют собой сложные геологические образования. Ми-
нералы могут формироваться в рамках горных пород, но сами 
по себе представляют отдельные фрагменты коры. Горные по-
роды обычно состоят из нескольких минералов, образуя ком-
плексные формации, в  то время как минералы являются от-
дельными элементами.

Минералы и горные породы играют важную роль в пони-
мании геологических процессов, формировании земной коры 
и  в  различных областях науки и  промышленности, включая 
строительство, горнодобывающую промышленность, метал-
лургию и др.

Минеральное сырье для производства строительных ма-
териалов и  изделий представляет собой натуральные мате-
риалы, добываемые из недр Земли, которые используются для 

создания различных строительных компонентов, таких как це-
мент, кирпичи, стекло, керамические плитки, известковые рас-
творы и т. д. Минеральное сырье может быть как природным, 
так и  искусственно полученным сырьем, обладающим специ-
фическими физическими и химическими свойствами, необхо-
димыми для изготовления структурных или декоративных ма-
териалов.

Минеральные материалы, такие как известняк, доломит, 
кварц, глина и др., обладают высокой прочностью и долговеч-
ностью, что делает их идеальными для использования в строи-
тельстве и производстве конструкций, которые должны выдер-
живать нагрузки и воздействие окружающей среды. [3]

Некоторые минеральные материалы являются химически 
инертными, что обеспечивает стабильность и надежность кон-
струкций, созданных из них. Это важное свойство для мате-
риалов, используемых в  строительстве зданий и  инфраструк-
туры.

Минеральные материалы часто обладают хорошей тепло- 
и звукоизоляцией, что делает их привлекательными для приме-
нения в строительстве как элементы улучшения теплозащиты 
и звукоизоляции зданий.

Некоторые виды минерального сырья, такие как глина, 
могут быть возобновляемыми при правильном использовании 
и переработке, что способствует устойчивому развитию и эко-
логической безопасности производства строительных мате-
риалов.

Минеральное сырье используется для создания широкого 
спектра строительных материалов, начиная от цемента и  бе-
тона до стекла, керамических изделий и гипсовых конструкций, 
обеспечивая разнообразие и функциональность строительных 
решений.

Минеральное сырье для производства строительных ма-
териалов является основным строительным блоком, который 
обеспечивает устойчивость, прочность и  эстетичность созда-
ваемых конструкций, играя важную роль в современной строи-
тельной индустрии.
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Закономерности распространения графитового оруденения 
месторождения Сарытоганбай в Казахстане

Жумагулов Санаби Ермекулы, геолог
ТОО «УШТОГАН» (г. Караганда, Казахстан)

Расположение проекта и доступ к нему

Месторождение Сарытоган расположено в  Карагандин-
ской области Центрального Казахстана (рис. 1). Он расположен 
в горно-промышленной зоне и связан автомобильной дорогой 
с г. Карагандой (190 км) и со столицей Астаной (390 км). Бли-
жайшие города — Аксу (55 км) и Кеншокы (6 км) с населением 
5000 и 1300 человек соответственно.

Ближайшая железнодорожная станция находится в  68  км. 
Высоковольтная линия электропередач проходит в 2 км от ме-
сторождения. Водные ресурсы доступны как из подземных ис-
точников, так и из окружающих ручьев.

Климат и физиография

Район характеризуется островными горами, которые вы-
деляются на фоне окружающего мягкого ландшафта. Макси-
мальные абсолютные отметки — Каратоганбай (1140 м) и Са-
рытоганбай (1036 м). Относительные высоты 300 м.

Гидрографическая сеть представлена мелкими притоками 
рек Шерубай-Нура и Карасай. Реки не имеют постоянного стока 
и летом вода держится в отдельных речных бассейнах. В районе 
много родников с питьевой водой.

Климат континентальный с  холодной зимой и  умеренно 
жарким летом, с небольшим количеством осадков и сильными 
ветрами. Температура колеблется от +400 °C до — 450 °C. Сред-
негодовая температура составляет 2,10 °C.

Растительность преимущественно травянистая, в  меж-
горных котловинах и  долинах встречаются островки лесной 
и кустарниковой растительности.

Геология и минерализация Сарытоганского 
месторождения

В структурном отношении участок Сарытоган приурочен 
к  западному и  юго-западному крылу Шийозекской складки, 
осложненной крупной искривленной Сарытоганбайской син-
клиналью, простирающейся в  северо-восточном и  восточном 

Рис. 1. Расположение Сарытоганского месторождения в Центральном Казахстане
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направлениях. Общий структурный план этой складки допол-
нительно усложнен многочисленными пликативными и дизъ-
юнктивными нарушениями, что привело к созданию меньших 
по размеру складок; часто наблюдаются флексуроподобные 
складки и перевернутые структуры.

Западное крыло Сарытоганбайской синклинали сложено 
риолит-порфировыми туфами и  риолит-порфирами, содер-
жащими прослои гравия, песчаника и  известняка. Восточное 
крыло Сарытоганбайской синклинали характеризуется выхо-
дящими на поверхность песчаниками, сланцами, алевроли-
тами, известняками и  известковистыми песчаниками. Осевая 
часть этой складки сложена сложно дислоцированными угли-
стыми черными и серыми песчаниками, алевролитами и слан-
цами, гравелитами и конгломератами нижнекаменноугольного 
возраста.

Юго-западная часть участка сложена темно-серыми угли-
стыми алевролитами с прослоями и линзами темно-серых раз-
нозернистых песчаников, серых, буровато-серых песчаников 
и алевролитов. Большая часть этой территории покрыта рых-
лыми четвертичными отложениями.

Магматические образования района месторождения пред-
ставлены Александровским гранитным куполом, обнажив-
шимся в  северо-восточной части Сарытоганского участка. 

Форма купола эллипсоидальная, размерами 1,5  км х 1,8  км. 
Интрузия прорывает карбонатно-терригенные отложения 
в центральной части антиклинальной структуры и прорывает 
небольшой сегмент углеродистых алевролитов и сланцев. Вме-
щающие породы по контакту Александровского свода изме-
нены в скарновые, интенсивно опализованы и ороговикованы.

В целом Сарытоганский участок представляет собой 
крупную зону надинтрузивного контактового метаморфизма. 
Вулканические и  осадочные породы подверглись обширному 
контактовому метаморфизму; вулканогенные и  терригенные 
породы преобразованы в  кварц-биотитовые, кварц-серици-
товые роговики; углеродистые породы либо преобразованы 
в роговики, либо подверглись значительной графитизации, а по 
контактам с  интрузивными гранитными куполами развиты 
кварц-турмалиновые и  турмалиновые гидротермальные по-
роды грейзенового типа. Карбонатные породы изменены в бо-
гатые волластонитом породы различной интенсивности или 
превращены в  кварц-волластонитовые, волластонитовые гра-
натовые скарны.

Графитсодержащие черные углистые сланцы, черные углистые 
алевролиты и песчаники, перекрытые серыми до темно-серых сла-
боуглистыми алевролитами и песчаниками, образуют узкие и об-
ширные складки. Эти складки окружают с  севера, запада и  юга 

Рис. 2. Две основные графитовые зоны Сарытоганского месторождения
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жестко возвышающуюся в  плане глыбу отложений, слагающую 
антиклинальную структуру с крутыми углами падения.

Центральная зона, расположенная в центральной части Са-
рытоганского месторождения, вытянута с  юго-юго-запада на 
северо-восток на 2900 м при ширине от 45 до 90 м на северо-во-
сточном фланге до 200–450 м в центре и 70 м в глубине. юго-за-
падный фланг. Это узкая синклинальная складка, осложненная 
на крыльях внедрением гранитного массива и тектоническими 
движениями.

Графитовые породы зоны представлены графитовыми слан-
цами, алевролитами и песчаниками.

Ориентация относительно геологической структуры

Графитовые зоны структурно приурочены к  западному 
и юго-западному крыльям Шийозекской складки, осложненной 

крупной искривленной Сарытоганбайской синклиналью, про-
стирающейся в северо-восточном и восточном направлениях.

Северная зона имеет протяженность 2300 м, ширину от 110 
до 500 м и глубину до 190 м. Средневзвешенный TGC для бу-
ровых скважин составляет 32,42% (с использованием отсечки 
20%), а средняя глубина составляет 100 м.

Центральная зона имеет протяженность 2900  м, ширину 
от 86 до 114 м на флангах до 450 м в центре. Глубина до 80 м, 
в среднем 40 м. Средневзвешенное содержание углерода в гра-
фите составляет 28,12% (при пороговом значении 20%).

Траншейные и буровые технологии

В 2019 году колонковое бурение выполнено буровыми уста-
новками XY-44A и  XY-44Т, установленными на колесных пе-
редвижных прицепных платформах и  оснащенных гладко-

Рис. 3. Схема пробоподготовки
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ствольным буром со съемным керноприемником системы Boart 
Longyear, оснащенным двойными колонковыми трубами.

Предварительное бурение ЗАБУРКА завершают твердо-
сплавными коронками диаметром 112–132 мм на глубину 2–4 м 
с последующей обсадкой. Бурение осуществляется с помощью 
съемного керноприемника и  алмазных коронок HQ (диаметр 
96  мм). В  редких случаях в  сложных геологических условиях 
диаметр уменьшали до размера NQ (диаметр 76 мм). В качестве 
промывочной жидкости использовали воду, а в местах всасы-
вания — растворы полимеров.

Все отверстия вертикальные. Глубина скважин варьиру-
ется от 60 до 255 м. По окончанию бурения проводилась за-
бойная съемка инклинометром МИР-36 с  замерами через 
каждые 20 м.

Методика отбора и подготовка проб

Весь керн был опробован наполовину. Большая часть керна 
вырезана с помощью алмазной электропилы, а некоторые более 
рыхлые интервалы расщеплены вручную. Весь керн для отбора 
проб был предварительно отмечен линией разреза, и  только 
одна сторона керна была отправлена на анализ для обеспечения 
согласованности.

Отбор проб керна, как правило, производился с интервалом 
2  м, уточненным для соответствия каротажному литологиче-
скому составу и геологическим границам. Использовалась ми-
нимальная длина образца 0,5 м.

Отбор проб керна, как правило, производился с интервалом 
2 м, заданным для соответствия каротажному литологическому 
составу и  геологическим границам. Использовалась мини-
мальная длина образца 0,5 м.

Качество отбора проб проверяется путем сравнения геоло-
гической документации и образцов.

Все образцы высушивают, взвешивают, измельчают и раз-
малывают в  соответствии со схемой пробоподготовки, опи-
санной на рисунке 3.

Контроль качества пробоподготовки (КК) осуществляется с ис-
пользованием холостой пробы и взятием дубликатов из крупного 
брака. Контроль качества истираемости образца проводят методом 
«сухого» просеивания через сито с размером ячеек 0,075 мм. Про-
пускание измельчаемого материала составляет более 95%.

Контроль качества пробоподготовки (КК) осуществляется 
с использованием холостой пробы и взятием дубликатов из круп-
ного брака. Контроль качества истираемости образца проводят ме-
тодом «сухого» просеивания через сито с размером ячеек 0,075 мм. 
Пропускание измельчаемого материала составляет более 95%.

Инженерно-геологические условия территории Приразломного месторождения нефти 
Нефтеюганского района (Ханты-Мансийский автономный округ Тюменской области)
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геологические процессы на данной территории.

Ключевые слова: ИГЭ, Приразломное месторождение, подъездная автодорога, кустовая площадка, инженерные изыскания для 
строительства, грунты.

Участок проведения инженерно-геологических работ в ад-
министративном отношении находится на территории 

Приразломного месторождения нефти Нефтеюганского района 
Ханты-Мансийского автономного округа (ХМАО-ЮГРА) Тю-
менской области (Рис. 1).

Приразломное месторождение — крупное месторождение 
нефти, приуроченное к  западному склону Салымского ку-
половидного поднятия Средне-Обской нефтегазоносной об-
ласти (НГО) Западно-Сибирской нефтегазоносной провинции 
(НГП) (Рис. 2), осложненного локальными структурами: При-
разломная, Алехинская, Севская, Репьевская, Чусинская. В ад-
министративном отношении находится на территории Неф-
теюганского, Ханты-Мансийского и  Сургутского районов. 

Складчатый фундамент Западно-Сибирской платформы, 
вскрытый скважиной №  184 на глубине 3420  м, представлен 
гранитами, порфиритами. Осадочный чехол сложен терриген-
ными отложениями юрского, мелового и  палеогенового воз-
раста. В пределах месторождения выявлены залежи пластового, 
пластово-сводового и литологически экранированного типов. 
Коллекторами в  нефтяных залежах выступают гранулярные 
песчаники с  прослоями глин. Разведанные запасы нефти со-
ставляют 658,8 млн т [4]

Инженерно-геологические изыскания проводились по тех-
ническому заданию, в  котором к  строительству относятся — 
трассы «Автомобильная дорога к кустовой площадке №  355У» 
и «Реконструируемый участок ВЛ-6 кВ»
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Участок проектируемого строительства расположен в цен-
тральной части Западно-Сибирской равнины, орографически 
занимает западную часть Среднеобской низменности.

В геоморфологическом отношении данная территория при-
урочена ко II надпойменной террасе р. Обь, осложненной поймами 
более мелких водотоков. Поверхность территории представлена 
заболоченной озерно-аллювиальной равниной с незначительным 
количеством озер, частично превратившихся в заболоченные кот-
лованы вследствие развивающейся речной сети [1].

В результате выполненного комплекса инженерно-геоло-
гических работ установлено, что инженерно-геологический 
разрез изыскиваемой территории до глубины 4,0–24,0 м прини-
мают участие современные образования (QIV), а также четвер-

тичные верхненеоплейстоцен-голоценовые отложения болот-
ного (bQIV) и озерно-аллювиального (lаQIII–IV) комплексов.

Гидрографическая сеть района работ относится к бассейну 
притоков р. Оби и представлена безымянным озером и р. Се-
выспат, которая протекает в восточном направлении и впадает 
в р. Малый Салым. Безымянное озеро расположено северо-за-
паднее участка изысканий на расстоянии 0,7 км [1].

Озеро линейно-вытянутой с  северо-запада на юго-во-
сток формы, бессточное, площадь водного зеркала составляет 
0,1  км2. Изрезано заболоченными топкими берегами, задер-
нованное болотной растительностью. На момент рекогносци-
ровочного обследования ширина составила 0,31  км, длина —
0,45 км, глубина до 1,2 м. Отметка уреза воды составила 36,58 м.

Рис. 1. Обзорная схема проектирования схема расположения объектов проектирования

Рис. 2. Обзорная карта расположения Приразломного месторождения нефти [4]
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Между озером и  участком изысканий расположена суще-
ствующая внутрипромысловая автодорога с абсолютными от-
метками 40,59  м. Соответственно, данное озеро не оказывает 
влияния на проектируемые объекты [1].

Техногенные отложения представлены насыпными грун-
тами преимущественно песчаными, реже глинистыми. К  не-
благоприятным инженерно-геологическим процессам на тер-
ритории изысканий относятся: сезонное морозное пучение, 
подтопление территории и  заболачивание. Сезонное промер-
зание распространено повсеместно. Сейсмической активности 
района более 5 баллов не наблюдалось. Опасные природные 
процессы не отмечены [5].

Грунтовые воды вскрыты скважинами на глубине 0,0–1,0 м. 
Уровень грунтовых вод может колебаться в зависимости от вре-
мени года и микроландшафта, достигая максимального уровня, 
как правило, в периоды весеннего паводка. Водовмещающими 
грунтами служат торфы и  суглинки. Водоупорные грунты на 
участке изысканий скважинами до разведанной глубины не 
вскрыты.

На основании полевых и  лабораторных исследований по 
типам, видам и разновидностям, согласно ГОСТ 25100–2020 [3], 
на исследуемом участке до глубины 4,0–24,0 м выделено восемь 
инженерно-геологических элементов (ИГЭ).

ИГЭ 63 — насыпной грунт (песок мелкий неоднородный 
малой степени водонасыщения средней плотности слабопучи-
нистый) (tQIV);

ИГЭ 941 — торф тип 3-А (t<0.005 МПа), слаборазложив-
шийся, высокозольный (bQIV);

ИГЭ 932 — торф тип 2 (0.005<t<0.010 МПа), среднеразло-
жившийся, высокозольный (bQIV);

ИГЭ 923 — торф тип 1-Б (0.010<t<0.015 МПа), сильноразло-
жившийся, высокозольный (bQIV);

ИГЭ 203 — суглинок тяжелый пылеватый тугопластичный 
сильнопучинистый среднедеформируемый (laQIII–IV);

ИГЭ 204 — суглинок тяжелый пылеватый мягкопластичный 
сильнопучинистый среднедеформируемый (laQIII–IV);

ИГЭ 442 — песок мелкий однородный водонасыщенный 
средней плотности слабопучинистый среднедеформируемый 
(laQIII–IV);

ИГЭ 441 — песок мелкий однородный водонасыщенный 
плотный слабопучинистый среднедеформируемый (laQIII–IV).

Нормативные и  расчетные значения физико-механических 
свойств грунтов выделяются на основе оценки пространственной 
изменчивости характеристик грунтов и  их коэффициента ва-
риации, а также сравнительного коэффициента вариации [2].

В заключении стоит отметить, что на изысканной терри-
тории опасными геологическими и  инженерно-геологиче-
скими процессами являются процессы подтопления, морозного 
пучения территории и заболачивания.

Под подтоплением понимается процесс подъема уровня 
грунтовых вод в  водообильные периоды года до дневной по-
верхности и  слияние их с  поверхностными водами. Уча-
сток изысканий расположен с  точки зрения гидрологических 
условий, в сложных условиях, в зоне распространения грядово-
мочажинно-озерково болотных комплексов, особенностью ко-
торого является закономерное чередование повышений (гряд) 
и  понижений (мочажин). Наиболее низкие участки мочажин 
на участке изысканий сильно обводнены, некоторые имеют от-
крытую водную поверхность — залитые водой участи глубиной 
от 0,3 до 1,5 м.
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Э К О Л О Г И Я

Ключевые вопросы реформы отрасли обращения с твердыми коммунальными отходами
Аппалонова Ирина Васильевна, студент магистратуры
Московский финансово-промышленный университет «Синергия»

В статье автор проводит анализ судебной практики и фактической реализации реформы «на земле».
Ключевые слова: региональный оператор, отходы, обращение с ТКО, ртутьсодержащие отходы.

Реформе в сфере обращения с ТКО уже более пяти лет, но 
вопросы защиты гражданских прав потребителей данной 

коммунальной услуги остаются весьма востребованными 
среди юристов страны.

Актуальный обзор судебной практики по делам, связанным 
с  обращением с  твердыми коммунальными отходами, утвер-
жденный Президиумом Верховного Суда РФ 13 декабря 2023 г. 
включает 50 правовых позиций по вопросам, связанным с об-
ращением с  ТКО, большинство из них представляют особый 
интерес.

Если между региональным оператором и  собственником 
ТКО не оформлен письменный договор на оказание услуг по 
обращению с ТКО, то эти услуги оказываются и оплачиваются 
в  соответствии с  условиями типового договора. Отсутствие 
оформленного договора само по себе не образует состав право-
нарушения, предусмотренного ч. 1 ст. 8.2 КоАП РФ;

Если использовать профессиональную терминологию, 
то введение в  действие системы региональных операторов 
в  стране образовали одностороннюю монополию и  как след-
ствие публичную оферту, которую последние размещают на 
своем сайте и тем самым исключают необходимость со своей 
стороны адресный подход к каждому клиенту.

Важным аспектом в данном вопросе является и сам процесс 
оказания услуги, который доказать практически невозможно 
обычному потребителю. К  доказательной базе регионального 
оператора относится регистрация движения мусоровозов си-
стемой ГЛОНАСС, фото-видеофиксация состояния контей-
нерной площадки, включение контейнерной площадки в реестр 
мест накопления и другие средства.

Если собственник вообще не проживает в квартире, плата за 
ТКО на период его отсутствия (непроживания) не пересчиты-
вается. Если потребитель проживает в квартире, но временно 
отсутствует, то плата пересчитывается независимо от того, ис-
числяется ли она исходя из количества проживающих или из 
общей площади жилого помещения;

В соответствии с письмом Минприроды России от 11.10.2019 
N08–25–53/24802 «О направлении разъяснений по вопросу ре-

гулирования деятельности в области обращения с ТКО» (копию 
прилагаю) в пределах имеющихся полномочий, а также в связи 
с многочисленными обращениями по вопросу регулирования 
деятельности с ТКО разъясняется:

Статьей 1 Федерального закона от 24 июня 1998 г. N89-ФЗ 
«Об отходах производства и  потребления» (далее — Закон 
N89-ФЗ) определено, что твердыми коммунальными отходами 
(далее — ТКО) являются отходы, образующиеся в жилых поме-
щениях в процессе потребления физическими лицами, а также 
товары, утратившие свои потребительские свойства в процессе 
их использования физическими лицами в жилых помещениях 
в целях удовлетворения личных и бытовых нужд. К ТКО также 
относятся отходы, образующиеся в  процессе деятельности 
юридических лиц, индивидуальных предпринимателей и  по-
добные по составу отходам, образующимся в жилых помеще-
ниях в процессе потребления физическими лицами.

Согласно статье 24.7 Закона N89-ФЗ собственники ТКО обя-
заны заключить договор на оказание услуг по обращению с ТКО 
с региональным оператором по обращению с ТКО (далее — ре-
гиональный оператор), в  зоне деятельности которого образу-
ются ТКО и находятся места их накопления, оплачивать услуги 
регионального оператора по цене, определенной в  пределах 
утвержденного в установленном порядке единого тарифа.

Анализ судебных решений показал не принятие судами во 
внимание доводов физических лиц об отсутствии факта про-
живания, если у  граждан имеется дополнительная недвижи-
мость, которая не используется для проживания на постоянной 
основе. При этом судами принимается во внимание исключи-
тельно требования ЖК РФ, которое обязывает собственников 
помещений вносить плату за коммунальные услуги.

Практический аспект проблемного вопроса заключается 
в  отсутствии установленных требований к  документам, под-
тверждающим отсутствие собственника, позволяющего сделать 
перерасчет. Таким образом в действие вступает общее правило, 
сколько объектов недвижимости имеется, за такое количество 
придется платить. Правомерным является требование во всех 
объектах недвижимости, где собственники ТКО их образуют 
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и  размещают местах накопления. Неправомерными являются 
требования, когда ТКО на объекте не образуются, а региональ-
ными операторами взымается плата и происходит обогащение 
за фактически не оказанную услугу.

Вторым резонансным вопросом реформы ТКО на сего-
дняшний день после разъяснения судебной практики стала по-
зиция об отнесении ртутьсодержащих отходов к ТКО.

Обязанность создать и содержать места накопления отрабо-
танных ртутьсодержащих ламп (в том числе, если обустроить 
такое место в МКД невозможно) лежит на органе местного са-
моуправления, причем такие отработанные лампы, — хотя и от-
носятся к отходам I класса опасности — все же являются ТКО.

Ртутьсодержащие отходы в  соответствии с  федеральным 
классификатором отходов относятся к отходам I класса опас-
ности и регулирование отходов осуществляется Федеральным 
экологическим оператором.

Письмом Министерства природных ресурсов и  экологии 
РФ от 18 апреля 2022 г. N25–47/13641 «О рассмотрении обра-
щения по вопросу организации деятельности в области обра-
щения с  отходами I–II класса опасности» описаны основные 
требования установившейся системы.

Минприроды России рассмотрело письмо ООО НПП «Диа-
пазон» от 28 марта 2022 г. N1 (вх. от 29 марта 2022 г. N029403/47) 
по вопросу организации деятельности в  области обращения 
с отходами I–II класса опасности и сообщает.

Распоряжением Правительства Российской Федерации от 
14  ноября 2019 г. N2684-р федеральное государственное уни-
тарное предприятие «Федеральный экологический оператор» 
(далее — ФГУП «ФЭО», предприятие Госкорпорации «Рос-
атом») определено федеральным оператором по обращению 
с отходами I и II классов опасности на территории Российской 
Федерации (далее — федеральный оператор).

В соответствии с пунктом 2 статьи 14.1 Федерального закона 
от 24 июня 1998 г. N89-ФЗ «Об отходах производства и потреб-
ления» (далее — Закон N89-ФЗ) с 1 марта 2022 г. федеральный 
оператор осуществляет деятельность по сбору, транспорти-
рованию, обработке, утилизации, обезвреживанию и  разме-
щению отходов I  и  II классов опасности самостоятельно или 
с  привлечением операторов по обращению с  отходами I  и  II 

классов опасности на основании договоров оказания услуг 
по обращению с  отходами I  и  II классов опасности и  в  соот-
ветствии с  федеральной схемой обращения с  отходами I  и  II 
классов опасности.

В соответствии с пунктом 1 статьи 14.4 Закона N89-ФЗ ин-
дивидуальные предприниматели и  юридические лица, в  ре-
зультате хозяйственной и  (или) иной деятельности которых 
образуются отходы I и  II классов опасности (далее — отходо-
образователи), осуществляют обращение с данными отходами 
самостоятельно при наличии в собственности или на ином за-
конном основании объектов обезвреживания и  (или) разме-
щения отходов I  и  II классов опасности, в  иных случаях от-
ходообразователи передают данные отходы федеральному 
оператору в  соответствии с  договорами на оказание услуг по 
обращению с отходами I и II классов опасности.

Поэтому позиция приравнивания ртутьсодержащих от-
ходов, образующихся в МКД к ТКО вызывает больше вопросов, 
чем ответов. Возможность совместного складирования отходов 
I  класса опасности с  ТКО отсутствует, поскольку ТКО отно-
сится к 4 классу опасности отходов. И любой житель не может 
самостоятельно передать ртутьсодержащие ТКО федераль-
ному оператору. Только юридические лица и только в соответ-
ствии с установленными требования по предварительному до-
говору с ФЭО может передать данные отходы на утилизацию. 
При этом накопление ртутьсодержащих отходов может накап-
ливаться в специализированном месте до 11 месяцев.

Защита гражданских прав и  интересов граждан является 
важной задачей развития современного правового института 
и здесь очень важную роль играет развитие нормотворческой 
законодательной инициативы с учетом практики и внедрения 
новой системы обращения отходов на федеральном, регио-
нальном и местном уровнях. Особенностью развития системы 
обращения с отходами ее прямая взаимосвязь с целями и по-
казателями федеральных проектов. В  определенной степени 
федеральные проекты помогают реализации «Мусорной ре-
формы». Наличие множества противоречий развивает и уси-
ливает юридическую подготовку специалистов и  позволяет 
совершенствовать существующие подходы в  управлении ре-
гионами.
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Целью данного исследования является изучение особенностей организации пространства и времени в художественном произведении. 
Также предлагается анализ пространственно-временных маркеров с  помощью теории функционально-семантического поля. Пред-
ставлен авторский перевод фрагментов романа Ф. Томпсон «Lark Rise to Candleford» с учетом анализа особенностей организации хро-
нотопа. Авторами статьи сделаны выводы о важности хронотопа как для организации художественного текста, так и для перевода.
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Хронотоп — это комплексная текстовая категория, состоящая 
из времени (темпоральность) и пространства (локальность). 

Текстовое время может быть субъективным и  объективным. 
Субъективное — это время, пропущенное через призму нашего 
сознания. Объективное время, в свою очередь, существует незави-
симо, вне нашей воли. Также существует концептуальное время — 
всеобщее [2]. В классификации Ю. С. Степанова выделены следу-
ющие модели времени: «пульсирующее время»; «круговое» время; 
ньютоновское линейное время; христианское линейное время; 
прогрессирующее линейное время; регрессирующее линейное 
время; точечное время; спиральное время; «летописное время»; 
«время хроник»; собственно историческое время [3].

Л. Г. Бабенко выделяет шесть типов пространства: географи-
ческое (реальное, конкретное место), точечное (внутренне огра-
ниченное определённое место), фантастическое (нереальный, 
фантастический мир), космическое (далекое для человека, на-
полненное небесными телами), социальное (пространство, 
наполненное социально-общественными составляющими) 
(см.: [1, с. 67–68]).

Хронотоп представляет собой особую важность для пе-
ревода и  организации художественного текста. Докажем это 
на примере выбранных для анализа фрагментов из романа 
Ф. Томпсон «Lark Rise to Candleford» [4].

Оригинал: Oxford was only nineteen miles distant.
В этом предложении речь идет об английском городе Окс-

форде столице графства Оксфордшир. Понять, что это именно 
город, а не университет можно из ближайшего контекста, ко-
торый четко на это указывает «a gert big town».

Сигналами времени являются: глагол to be в  Past Simple. 
Прилагательное distant в первом значении far away in space or 
time одновременно относится и к пространственным, и ко вре-
менным маркерам.

К маркерам пространства относятся: географическое на-
звание города Oxford; nineteen miles обозначающие расстояние; 
was с контекстным значением находиться. Для русскоязычного 
перевода будет уместным перевести мили в километры. Девят-
надцать миль равняются 30,5 км.

Также предлагается анализ пространственно-временных 
маркеров с использованием теории функционально-семантиче-
ского поля. Структура поля включает в себя ядро, ближайшую 
и дальнюю периферии. Критерием отбора слов в поле является 
общий семантический знак (сема). В данном предложении мар-
керы времени was в контекстном значении «находиться» и dis-
tant имеют общую семантику месторасположения и относятся 
к  дальней периферии. Сигналы пространства Oxford, nineteen 
miles distant имеют общую сему местоположения. Nineteen miles 
distant входит в ближайшую периферию.

Предложенный перевод на русский язык с учетом анализа 
хронотопа может быть таким: Оксфорд находился всего в три-
дцати километрах отсюда.

Оригинал: The children at the end house knew that, for, while 
they were small, they were often taken by their mother for a walk 
along the turnpike and would never pass the milestone until the in-
scription had been read to them: OXFORD XIX MILES.

В данном предложении продолжается тема города; повест-
вуется о том, что дети знали, что Оксфорд находится в девятна-
дцати милях от деревушки, потому что каждый раз, когда мама 
водила их на прогулку, они проходили мимо дорожного указа-
теля, на котором значилось: «Оксфорд — девятнадцать миль».

Маркеры времени можно выделить следующие: глаголы to 
know, to be в Past Simple; глагол to take в пассивном залоге про-
шедшего времени; модальный глагол would + bare infinite pass; 
глагол to read в  Past Perfect Passive; обстоятельство времени 
never; наречие частотности often; until.
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К пространственным номинациям относятся: at the end house; 
were taken; for a walk along the turnpike; would pass the milestone.

Сигналы времени в данном примере не имеют общей семан-
тики, за исключением never, often у них общая сема — частота. 
Эти сигналы входят в ближайшую периферию.

У сигналов пространства turnpike в контекстном значении 
«большая дорога» и milestone «дорожный указатель» общая се-
мантика — дорога. Turnpike относится к ближайшей периферии, 
а milestone — к дальней.

В данном примере мили также переведены в километры. Пе-
реведено предложение может быть так: Даже дети, которые 
жили на окраине это знали; когда они были маленькие, они часто 
гуляли с мамой вдоль большой дороги и всё время видели дорожный 
указатель, на котором было написано: «Оксфорд — 30 км».

Оригинал: They often wondered what Oxford was like and asked 
questions about it.

Продолжается тема Оксфорда. Детям было интересно, что 
это за город, они часто задавали о нем вопросы.

В предложении можно выделить временные маркеры, к ко-
торым относятся: наречие частотности often; глаголы to wonder, 
to be, to ask в Past Simple.

Среди пространственных маркеров топоним Oxford.
Маркеры времени wonder и ask имеют общую семантику — 

«проявление интереса» и относятся к дальней периферии.
Пространственный топоним Oxford образует отдельное 

поле со значением «город» и входит в дальнюю периферию.

Перевести предложение можно так: Им было интересно, 
что это за Оксфорд такой, и они расспрашивали о нем.

Оригинал: Their mother said it was called a city because a bishop 
lived there, and that a big fair was held there once a year, and that was 
all she seemed to know about it.

В этом примере всё еще идет обсуждение города Оксфорд. 
Сколько бы дети не спрашивали свою маму про этот город, 
знает о нем она немного, только что там жил епископ и раз в год 
проводилась большая ярмарка.

Можно выделить следующие номинации пространства: a 
city; глагол to live в Past Simple; местоимение it заменяющее слово 
city; a big fair; глагол to hold в Past Simple Passive; наречие места 
и направления there; местоимение all «всё».

К маркерам времени относятся: глаголы to say, to live, to be 
в Past Simple; глаголы to call, to hold в Past Simple Passive; обстоя-
тельство времени once a year; глагол-связка seem.

На русский язык предложение может быть переведено: 
Мама объяснила им, что городом он называется, потому что 
там жил епископ и что раз в году здесь устраивают большую 
ярмарку, это, похоже, всё, что ей было известно об Оксфорде.

Таким образом, категории пространства и  времени играют 
огромную роль для организации текста оригинала и для перевода 
романа. Категориально-текстовой метод исследования способ-
ствует как переводу пространственно-временных сигналов, так 
и всего художественного текста в целом. В предлагаемом переводе 
были учтены эпоха создания романа, реалии и стиль написания.
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В связи с развитием экономического рынка по всему миру ком-
пании и организации активно используют такой жанр, как 

объявление о трудоустройстве для достижения своих целей. Сле-
дует отметить, что жанр объявления изучается с разных позиций 
в  зависимости от разнообразия и  типа объявления и  особен-
ностей языкового оформления. Объявление изучается россий-

скими и зарубежными учёными как особый тип текста, малый по 
формату, но значительный по степени информативности.

Встречаются разные толкования понятия объявления в раз-
личных словарях. В книге «Толковом словаре русского языка» 
И. О. Ожегова объявление определяется, как официальное со-
общение о  чём-н  [6]. В  «Большом толковом словаре русского 
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языка» объявление — это «сообщение, извещение о чем-либо, 
доводимое до всеобщего сведения, помещённое где-либо для 
широкого ознакомления»  [5]. В  «Новом словаре русского 
языка» объявление представляет собой печатное сообщение 
или извещение  [3]. Все приведённые толкования позволяют 
сделать вывод, что объявление — это сообщение.

Объявление о трудоустройстве представляет собой самый 
известный способ поиска работы, с помощью которого многие 
кандидаты могут устроиться на работу. По мнению Е. К. До-
стовалова, учитывая высокий уровень информативности объ-
явления о  приёме на работу, мы можем сказать, что данный 
тип объявлений о трудоустройстве является рекламным про-
дуктом. Значит, текст печатной рекламы оказывает тоже воз-
действие на читателя. [1]

Поскольку объявление о  трудоустройстве размещается 
в большом объёме в  газетах, то нам необходимо рассмотреть 
газетное объявление. С. А. Скуридина и  И. А. Масленникова 
отмечают, что «частные объявления становятся источником 
информации обо всех сферах общественной жизни»  [7]. Га-
зетное объявление отличается возможностью предоставить 
максимальный объём информации в  минимальном количе-
стве единиц текста. Под газетным объявлением также понима-
ется «документ, функция которого заключается в информиро-
вании читателей с  целью выработки правильного поведения, 
правильных действий» [1].

Из объявлений о  трудоустройстве мы можем получить 
такую информацию, как наименование организации и место-
положение, сфера деятельности, описание компании-рабо-
тодателя, обязанности сотрудника, требования к  кандидату, 
условия работы, сведения о заработной плате и надбавках и т. п.

Основными признаками объявления о трудоустройстве яв-
ляются: а) наличие определённого факта, о  котором необхо-
димо сообщить; б) наличие информативной и воздействующей 
функций; в) опосредованность; г) ограниченный объем. Со-
ставляющими же элементами объявления о  трудоустройстве 
считаются: а) адресант; б) адресат; в) предметная область об-
щения — описание вакансии; г) модус (канал передачи сооб-
щения — печатный или электронный). Жанр объявлений о тру-
доустройстве представляет собой сообщение и выполняет две 
основные функции: информатирование и побуждения. [1]

Как подчёркивает О. Н. Евдокимова, сущностью объяв-
ления о  приёме на работу является информирование о  ва-
кантной должности. Его главной коммуникативной целью яв-
ляется побуждение возможного кандидата отреагировать на 
объявление. Несмотря на главную цель объявлений о  трудо-
устройстве — поиск кандидата на должность [2]. Однако этот 
жанр объявлений на этапе исторического развития приобре-
тает другие функции и свойства. Здесь мы имеем в виду, что ис-
следуемый жанр имеет имиджевую цель — создание привле-
кательного образа компании-работодателя. Другими словами, 
жанр объявлений о трудоустройстве выполняет задачу продви-
жения положительного образа компании.

Эффективность объявлений о  трудоустройстве зависит 
от того, насколько успешно были выбраны лингвистические 
средства разных уровней языка для оформления данного типа 
текста. Представляется возможным выделить несколько групп 

языковых средств, используемых в целях оформления объяв-
лений о трудоустройстве: лексические, морфолого-словообра-
зовательные, синтаксические и стилистические.

К лексическим средствам можно отнести частотное ис-
пользование номенклатурных наименований, специальных 
и  общих терминов, оценочных лексических единиц и  заим-
ствованных слов. К  морфолого-словообразовательным сред-
ствам, часто употребляемым в  объявлениях о  трудоустрой-
стве относятся отглагольные существительные, инфинитивы, 
возвратные глаголы, глаголы действительного залога, глаголы 
в форме настоящего времени, местоимения первого и второго 
лица. Среди синтаксических средств, рассмотренных в  объ-
явлениях о  трудоустройстве выделяются однородные члены 
предложения, побудительные и вопросительные предложения, 
модальные слова, сложноподчинённые предложения с  прида-
точными условия, эллиптические предложения.

В этой связи следует отметить, что объявление о  трудо-
устройстве сочетает в  себе черты публицистического и  офи-
циально-делового стиля на всех уровнях языковых средств. 
Например, в  объявлении о  приёме на работу используются 
языковые средства официально-делового стиля, а именно: спе-
циальные термины и номенклатурные единицы, инфинитивы 
и отглагольные существительные, сложноподчинённые предло-
жения со значением условия.

С другой стороны в объявлениях о трудоустройстве исполь-
зуются языковые средства публицистического стиля, типа эмо-
ционально-оценочной лексики, местоимения мы, наш, импера-
тивная форма глагола и глаголы в форме настоящего времени, 
побудительные предложения, вопросительные и  восклица-
тельные предложения

Речевой жанр объявлений о  приёме на работу обладает 
рядом особенностей, связанных с использованием паралингви-
стических средств графических (разные шрифты, прописные 
буквы, цвет шрифта и  графическая образность) и  мультиме-
дийных приемов (видеоматериалы и  интерактивные карты), 
которые дополняют, конкретизируют сведения, выраженные 
языковыми ресурсами. Актуализация данных средств способ-
ствует развитию новой формы речевого взаимодействия в Ин-
тернет-среде.

Паралингвистические средства играют немаловажную роль 
наряду с  языковыми средствами в  привлечении и  убеждении 
кандидатов и передаче информации. Они не только способны 
повторять сообщения, выраженные языковыми средствами, 
но и могут раскрыть детали вербальной информации. Немало-
важную роль в объявлениях о трудоустройстве играет шриф-
товое выделение для подчёркивания самых важных моментов. 
По мнению В. В. Криштопайтиса, читатель не только созна-
тельно воспринимает текст, но и  подсознательно восприни-
мает шрифт, поэтому шрифт является проводником к  вос-
приятию  [4]. Следовательно, достаточно частотным является 
использование полужирного шрифта в  объявлениях о  трудо-
устройстве для подчёркивания важнейшей информации.

Также с нашей точки зрения неязыковые средства, как гра-
фические образы, которые включают в себя фотографии, пик-
тограммы и  мультимедийные средства, всегда привлекают 
внимание читателя, прежде всего, потому что визуальная ин-
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формация, которую можно видеть своими глазами, всегда пе-
редаётся быстрее и  яснее чем языковые средства. Более того 

нынешнее поколение всегда склоняется к фотографиям, видео-
роликам и рисункам.
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Фразеология языка разнообразна и  несет в  себе множе-
ство отличительных особенностей. Под фразеологией 

понимается наука о  языке, изучающая фразеологическую си-
стему языка в ее современном состоянии и историческом раз-

витии [5, с. 4]. Ее главная задача — исследование языковых осо-
бенностей и фразеологических единиц того или иного языка. 
Фразеологизмы представляют большой интерес в области куль-
турологии, потому как являются культурно-нагруженными яв-
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лениями языка. Изучение языковых особенностей позволяет 
не только выявить их языковое содержание, но и  понять на-
ционально-культурную специфику. Фразеология — это наука 
о фразеологических единицах (фразеологизмах), т. е. об устой-
чивых сочетаниях слов с осложненной семантикой [3, c. 4].

Имеющие многовековые исторические традиции рус-
ская, английская и китайская языковые культуры богаты кра-
сочными фразеологическими единицами, которые отражают 
культурные особенности каждого народа. Особенности фра-
зеологических единиц напрямую связаны с долгим процессом 
эволюции культуры отдельного народа. Они возникают в  на-
циональных языках на основе действительности, которое ото-
бражает исторический или духовный опыт языкового кол-
лектива [4, c. 214]. Они закрепляют и передают из поколения 
в поколение культурные установки, различные эталоны, а также 
определенные стереотипы. По словам Ф. И. Буслаева, фразеоло-
гизмы являются особыми микромирами, которые включают 
в себя «и нравственный закон, и здравый смысл, выраженные 
в кратком изречении, которые завещали предки в руководство 
потомкам» [1, с. 37].

Цвет является одной из центральных категорий картины 
мира. Фразеологизмы, включающие компонент цветообозна-
чения, считают яркой иллюстрацией народного самосознания, 
культурного развития на определенном историческом этапе, 
а  также выражения эмоционального состояния. По мнению 
Ковшовой М. Л., «фразеологизм — особый знак языка: в его се-
мантику »вплетена« культурная семантика, или культурная 
коннотация, которая создается референцией фразеологизма 
к предметной области культуры… культурная интерпретация 
фразеологизма соединяет в единое целое языковую семантику 
и культурную коннотацию, в собственно языковую семантику 
»вплетаются« культурные смыслы, и  образуется особенное, 
фразеологическое значение, которое можно назвать культурно-
языковым значением» [2, c. 48].

Рассмотрим колоративную семантику черного цвета, вхо-
дящую в состав многих фразеологических единиц русского, ан-
глийского и китайского языков. У большинства народов отно-
шение к черному цвету сходно. Люди ассоциируют черный цвет 
со злом, тьмой. Доказательством тому служат следующие фра-
зеологизмы в русском языке: «черная душа» — душа коварного 
человека, способного на низкие поступки; «чернее тучи» — 
очень мрачный, угрюмый. В  английских фразеологизмах, как 
и  в  русских, присутствует негативный компонент: to put on a 
blacklist — занести в черный список; a black dog — дурное на-
строение, уныние; black looks — злые взгляды. Рассматривая ки-
тайские фразеологизмы, прослеживается аналогичная связь: 黑
社会 («черное общество») — преступный мир; 黑钱 («черные 
деньги») — грязные деньги.

Белый цвет, в свою очередь, также является одним из наи-
более распространенных как в  русском, так и  в  английском 
языках и несет в себе символ света, чистоты и добра. Данная 
символика прослеживается в русских фразеологизмах: «белая 
зависть», что описывает чувство искренней радости за успехи 
другого человека; «белые деньги», т. е. деньги, обращающиеся 
законным способом. В английском языке положительное зна-
чение белого цвета отражают следующие фразеологизмы: white 

hands, в значении честности и невиновности; to be whiter than 
white — быть предельно честным. В то же время в китайском 
языке фразеологизм 洁白如玉 («белый как нефрит»), в  зна-
чении белоснежный, а также 黑白分明 («четко разграничивать 
черное и белое») — ясно различать добро и зло, показывают по-
ложительную смысловую нагрузку.

Символика красного цвета в  разных языках довольно 
сильно разнится. В  русском языке красный цвет употребля-
ется в значении «красивый», например, «красна девица» (кра-
сивая девушка), «красное словцо» (остроумие). В  то время 
как в  английском языке красный цвет имеет значение опас-
ности, угрозы и даже крови: see red — быть в гневе, ярости; a 
red-light district — опасный район; like a red rag to a bull — как 
красная тряпка для быка. Красный цвет в  Китае считается 
одним из самых любимых. Он лежит в  основе большинства 
китайских праздников и  выступает символом счастья, кра-
соты и радости: 红绳系足 («красная нить опутала ноги»), что 
означает успешную помолвку; 齿白唇红 («зубы белые и  губы 
алые») — красавица. Однако, в некоторых китайских фразеоло-
гизмах красный цвет имеет негативную окраску, например, 灯
红绿酒 («красные фонари и зеленое вино») — разгульный; 红眼

病 («красный глаз») — завистливый.
В русском языке зеленый цвет ассоциируется с  неопыт-

ностью: «молодо-зелено» — неопытен, легкомыслен по моло-
дости лет; «зеленая молодежь» — молодые и неопытные люди. 
Зеленый цвет в английской культуре довольно дуалистичен по 
смыслу. С  одной стороны, он имеет положительное значение 
и тесно связан со значением природы, добра и мира, например, 
to have green fingers — быть удачливым садоводом; the grass is al-
ways greener on the other side — там хорошо, где нас нет; to get 
the green light — получить зеленый свет для начала работы. От-
рицательное значение зеленого прослеживается в  таких фра-
зеологизмах: as green as grass — неотпытный человек; green with 
env — позеленеть от злости и т. д. В китайском языке зеленый 
цвет также несет в себе несколько значений. В первую очередь, 
зеленый в  китайской культуре ассоциируется с  природой: 青
山绿水 («красивые горы и  зеленые воды») — красивые горы 
и  реки; 柳绿桃红 («цветы персика красные, а  ветви ивы зе-
леные») — описание весенних пейзажей с цветущими цветами 
и деревьями, и яркими цветами; 牡丹虽好,全仗绿叶扶持 («хоть 
пион и хорош, он поддерживается зелеными листьями») — как 
бы не был способен человек, нужно чтобы кто-то ему помогал. 
Второе его значение несет негативный окрас: 视丹如绿 («смо-
треть на красное, как на зеленое») — описывает затуманенное 
зрение из-за сильной печали.

Синий цвет в  русской фразеологии зачастую ассоцииру-
ется с несчастьем и имеет негативный окрас, например, «гори 
оно синим пламенем» — уже все безразлично; «синий чулок» — 
женщина, поглощенная работой; «синяя борода» — ревнивый 
мужчина и  т. д. В  английской культуре синий цвет так же 
имеет скорее отрицательный смысл и связан чаще всего с не-
удачами и неприятностями: black and blue — в синяках, со сле-
дами ударов или ушибов; blue Monday — понедельник, в  ко-
торый приходится работать после веселых выходных; blue in the 
face — быть очень сердитым. В китайской культуре синий цвет 
может нести значение выдающихся людей или вещей: 青蓝冰水 
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(«голубая ледяная вода») — описание студентов, которые пре-
восходят учителей или будущие поколения лучше своих пред-
шественников; 球茎甘蓝 («луковичная капуста») — вещи, ко-
торые являются уникальными и удивительными. В то же время 
синий цвет описывает отрицательные моменты в жизни людей: 
二蓝 — описывает людей или вещи с монотонностью и отсут-
ствием жизненной силы; 白夾蓝衫 («бело-синяя рубашка») — 
относится к ученым, которые еще не достигли славы.

В английских и  русских фразеологизмах желтый цвет за-
частую несет ярко-выраженную негативную окраску. Доказа-
тельством тому служат следующие фразеологизмы: «жёлтая 
пресса» — низкопробные, лживые, падкие на дешевые сенсации 
печатные издания; «жёлтый дом» — сумасшедший дом; «жел-
торотый птенец» — молодой, наивный и  неопытный человек. 
В английском языке также можно выделить примеры исполь-
зования желтого цвета: yellow dog — подлый и трусливый че-
ловек; yellow journalism — журналистика, специализирующаяся 
на сплетнях и  скандалах; yellow-bellied — боязливый, опас-
ливый, трусливый. Слово «желтый» в китайской фразеологии 
может указывать на способных людей, либо людей высокого 

статуса: 老黄牛 («старая корова») — описывает трудолюбивого 
человека, а  также человека, богатого опытом и  сильными ра-
бочими способностями; («украшение императорской кареты 
с желтым верхом») — часто используется для описания высо-
кого статуса и власти чиновников. Второе его значение описы-
вает состояние болезни человека: 黄干黑瘦 («желтый, сухой, 
черный и тонкий») — описывает желтое лицо человека, сухость 
тела и темную кожу из-за хронического недоедания, голода или 
болезни.

Проведенный сравнительный анализ позволяет нам сделать 
вывод об уникальности русской, английской и китайской культур, 
которые несут в себе множество отличительных черт и особен-
ностей. Анализ фразеологии показал сходства и различия в вос-
приятии цвета представителями разных культур. Данная группа 
фразеологизмов — одна из самых ярких, образных, и  фразео-
логизмы этой группы имеют свои, национальные особенности 
употребления во всех трех языках. Они широко представлены 
во фразеологии и отражают быт народа. Кроме того, символика 
цвета очень тесно связана с национальной спецификой и явля-
ется средством выражения менталитета.
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Невербальный язык и проблемы межкультурной коммуникации
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В статье автор исследует проблемы, которые могут возникнуть при употреблении невербального языка в межкультурной ком-
муникации.
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Невербальный язык часто используется для дополнения 
и  уточнения вербальной коммуникации. В  межкуль-

турной коммуникации, когда люди говорят на разных языках, 
невербальный язык может стать основным средством передачи 
информации. Однако если коммуниканты не разделяют общего 
языка невербальной коммуникации, возникают трудности 
в понимании и передаче сообщений, так как некоторые невер-
бальные сигналы могут быть связаны с культурными стереоти-
пами и предубеждениями.

Причина того, что люди не всегда понимают друг друга при 
невербальном общении, заключается в  том, что кроме вро-

жденной невербальной коммуникации (понятной всем), еще 
есть приобретенная коммуникация (используемая только 
одной культурой).

Глубокое рассмотрение невербальной коммуникации 
в профессиональном образовании достигается через исследо-
вание ее основных форм, к которым относятся: кинесика (со-
вокупность жестов, поз, телодвижений), такесика (рукопо-
жатия, поцелуи, похлопывания и другие прикосновения к телу 
партнера по коммуникации), проксемика (использование про-
странства в  процессе коммуникации), хронемика (использо-
вание времени в  процесс коммуникации). Как отмечает Н.В 
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Янкина, в ходе практических занятий по дисциплине «профес-
сиональное общение» выяснилось, что наиболее интересным 
при сопоставлении невербального языка в разных культурах 
являются незнание, непонимание или неправильное упо-
требление этих форм, содержание которых может стать ис-
точником серьезных проблем при межкультурном общении   
[6, с. 2]

Приведем один пример, свидетельствующий о проблемах 
использования одного из самых известных жестов. Американ-
ский жест «O’kay» часто употребляется как невербальное сред-
ство и стал международным символом, означающим согласие, 
синонимичным лексемам «ладно, да, всё в порядке, хорошо, 
правильно». Данное выражение в  большинстве случаев ис-
пользуют для одобрения или подтверждения какой-либо ин-
формации. В качестве прилагательного этот жест может озна-
чать «модный, престижный, относящийся к высшему классу». 
Однако в  некоторых культурах данный жест имеет совер-
шенно иную окраску и значение. Так, например, во Франции, 
Бельгии и  странах Латинской Америки данный жест может 
являться серьезным оскорблением («ноль», «ничтожество»), 
а в Бразилии же свидетельствует о гневе и ярости, в Греции, 
этот жест обозначает гомосексуалиста [4, с. 33].

Кроме того, культуры по-разному реагируют на инди-
видуальные различия в  интенсивности жестикуляции. Так, 
в русской и американской культурах индивиды, обладающие 
активной жестикуляцией и  мимикой, чаще всего восприни-
маются окружающими как доброжелательные, сердечные, 
энергичные и  открытые люди. Напротив, те, кто общается 
с  минимальным использованием средств невербальной ком-
муникации, в  глазах других людей представляются холод-
ными, расчетливыми и  скрытными. Напротив, в  финской 
культуре интенсивно жестикулирующие люди воспринима-
ются окружающими как напористые, распущенные и невоспи-
танные [1, с. 108].

В зависимости от того, насколько интенсивно представи-
тели культуры выражают эмоции с помощью жестов, ее (куль-
туру) относят к высококинесическому или низкокинесическому 
типу. Феномен омонимии жестов (один и тот же жест в разных 
культурах имеет разное значение) создает множество проблем 
в межкультурной коммуникации. Из-за этого, при подготовке 
к взаимодействию в инокультурной среде обычно рекомендуют 
во избежание недоразумений использовать жесты как можно 
реже [2, с. 87].

Мимика лица играет важную роль в передаче эмоций и от-
ношений. Однако интерпретация мимики лица может разли-
чаться в  разных культурах. Например, хотя улыбка обычно 
указывает на радость, но интенсивность, длительность и ана-
логичность улыбки могут отличаться. В некоторых культурах 
улыбка может использоваться для скрытия негативных эмоций 
или смущения, что затрудняет понимание истинных чувств че-
ловека как в Японии [там же]

А насчет такесики стоит отметить, что существуют куль-
туры, где предпочитают касания, например, итальянская, араб-
ская (считая отношение к противоположному полу), турецкая 
и  различные латиноамериканские культуры. Наоборот, у  не-
которых народов (на западе) тактильная практика жестко ре-

гламентирована и строго распределена по социальным и куль-
турным сферам [3, с. 420, 421].

Стоит упомянуть, что у  западных культур тактильные 
дружественные отношения более интенсивные и  теплые для 
женщин, чем для мужчин. В арабской культуре все с точностью 
до наоборот. Мужчины обнимаются, целуются на улице при 
встрече и расставании, держат друг друга за руку, ходят в об-
нимку и под руку. Эти действия не содержат в себе никакого 
намека на ненормативные половые отношения, как часто оши-
бочно представляют себе европейцы, впервые попав в арабские 
страны [1, с. 128].

Касательно проксемики можно констатировать, что в разных 
культурах существуют разные нормы. Например, некоторые 
культуры предпочитают близкое физическое расстояние и  ча-
стый физический контакт при общении, в то время как другие 
культуры предпочитают большую дистанцию и ограниченный 
физический контакт. Если люди разных культур не понимают 
или не учитывают эти различия, это может привести к недоразу-
мению, дискомфорту и конфликту в межкультурном общении. 
Так, если встречаются представители культуры, где приветствия 
происходят через поцелуй в щеку, с представителями культуры, 
где приветствия ограничиваются рукопожатием, возникает по-
тенциальный конфликт проксемики. Одна сторона может счи-
тать, что другая слишком близко подходит или не проявляет 
достаточного уважения, в то время как вторая сторона может 
считать, что первая слишком дистанцирована или холодна [5].

Для того чтобы достоверно доказать наличие количе-
ственных различий в скорости жизни у представителей разных 
культур, Р. Левайн (Levine, 1997) собрал информацию по 31 
стране. Оказалось, что среди исследованных стран Швейцария 
живет в самом быстром ритме жизни. В числе стран с высокой 
скоростью жизни оказались и  другие западноевропейские 
страны, США были на 16-м месте. В  категорию стран с  мед-
ленной скоростью жизни попали страны Латинской и Южной 
Америки (Сальвадор, Бразилия, Мексика), а  также Иор-
дания, Сирия, Индонезия. В целом, было показано, что страны 
с жарким климатом, как правило, характеризуются медленным 
темпом жизни [1, с. 272].

Подводя итоги, можно подчеркнуть, что существуют общие 
универсальные, и  частные невербальные средства. Именно 
при последних и коренится проблема межкультурной комму-
никации. В  одном случае может отсутствовать определенная 
форма невербальной коммуникации у  оппонента собесед-
ника. Но в другом случае это форма существует, но несет со-
всем другое значение, даже оскорбительное. И в том, и в другом 
случае коммуникация не удается и приводит к недоразумению.

Естественно, надо учитывать, что преодоление про-
блем межкультурной коммуникации при использовании не-
вербального языка может быть сложным, поскольку невер-
бальные выражения и  жесты могут иметь разные значения 
и  интерпретации в  разных культурах. Однако это возможно, 
если человек изучил основный нормы и культурные различия 
в  невербальном поведении тех культур, с  которыми он взаи-
модействует, освоив разные значения жестов, мимики и физи-
ческого контакта в разных странах и ознакомившись с основ-
ными различиями.
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Данная статья посвящена явлению эвфемизации, его положению в структуре политической корректности и его влиянию на ан-
глийский язык.
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Эвфемизация — это уникальный инструмент человеческой 
саморегуляции, направленный на избежание конфликтных 

ситуаций и создание более благоприятной среды для взаимо-
действия между представителями разных социальных групп.

Многочисленные учёные не могут прийти к  общему вы-
воду относительно типологической структуры эвфемизмов, по-
скольку их функционирование и этимологическая база крайне 
не упорядочены и в каком-то смысле даже хаотичны. Пробле-
матика изучения эвфемизмов заключается в том, что она пред-
полагает применение разнообразных подходов, требующих 
знания в нескольких сферах. К сожалению или к счастью, это та 
область исследования, которая демонстрирует прочную взаи-
мосвязь между психологией, лингвистикой, социологией, куль-
турой и другими основополагающими направлениями [2].

Табуированные выражения подразделяются на табу, базиру-
ющиеся на чувстве экзистенциальной тревоги, и табу, появив-
шиеся в  эпоху постмодернизма. Первые встречаются в  ходе 
естественной коммуникации, поскольку люди в подавляющем 
количестве случаев боятся всего, что противоречит их убежде-
ниям и морально-этическим установкам.

Согласно Стихину А. Г. «запрет на произнесение опреде-
ленных лексических форм проистекает из древней веры в то, 
что слова обладают способностью влиять на реальность и из-
менять ее, а форма выражения каким-то образом передает сущ-
ность того, что оно обозначает» [1].

Таким образом, нынешняя реакция на современные табу со-
средоточена на людях и на том, как говорить с ними и о них, не 
вызывая при этом негативных чувств. Существует множество 
предпосылок создания табуированных выражений, связанных 
преимущественно с необходимостью выражения деликатности 

и снисхождении, именно поэтому табу также могут подразде-
ляться по категориям в  соответствии с  преследуемой целью. 
В некоторых других контекстах табуированность также может 
затрагивать и характеристики человеческого тела, религиозные 
воззрения, цензуру, связанную с  политическими событиями. 
Так, табу могут быть связаны с определенными запрещёнными 
вербальными и невербальными действиями.

Такое явление как эвфемизация крайне наглядно показы-
вает продуктивную предрасположенность человека к  поиску 
слов-заменителей, которые оказывают весьма противоречивое 
влияние на современные тенденции развития языка [4]. Эвфе-
мизация может восприниматься с  очень разнообразных по-
зиций, но в  подавляющем количестве случаев представляет 
собой некую форму косноязычия.

Интересно то, что эвфемизмы также не стоят на месте и об-
ладают своей персональной динамикой развития, что превра-
щает их в крайне нелинейный элемент.

В современное время эвфемизмы нередко используются в ка-
честве стилистического средства в  самых разных контекстах 
с  целью привлечения широкой публики, поскольку у  данных 
слов крайне большой потенциал к  многозначности, и  каждый 
человек может интерпретировать их по-разному, что в каком-то 
смысле тоже представляет из себя отдельный вид угрозы [3].

Эвфемизмы обладают неким свойством камуфляжа, что 
представляет из себя определенный риск, поскольку тот может 
привести к языковой манипуляции, потере фактического зна-
чения слова и отвлечению внимания от главной мысли. Это яв-
ление можно проиллюстрировать стратегией использования 
альтернативных выражений и приведения альтернативных до-
водов, дабы сокрыть подлинное событие и его детали.
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Одна из самых многочисленных групп эвфемизмов — это 
эвфемизмы, связанные с отстранением человека от его долж-
ностных обязанностей. Здесь необходимо отдать должное аме-

риканскому и  в  целом западному истаблишменту, который 
сумел успешно извратить ряд базовых понятий до неузнавае-
мости. Это крайне наглядно представлено в таблице 1.

Таблица 1. Эвфемизмы, связанные с процессом увольнения

To be dismissed Dismissal
To be attritioned («быть истощённым») The process of destaffing («процесс сокращения штатов»)

To be graduated («быть уволенным») Orderly ramp-down («планомерное сокращение»)
To be decruited («быть уволенным») Talent calibration («пересмотр талантов»)

To be excessed («быть уволенным в силу избыточного  
количества сотрудников»)

Work imbalance correction («коррекция рабочего дисбаланса»)

To be transitioned («быть уволенным под предлогом  
перевода на другую должность»)

Transition («перевод»)

Можно заметить, что представленная лексика в  подавля-
ющем количестве случаев — лишь описательная форма, ко-
торая тем не менее не дает ни малейшего понимания про-
цедуры увольнения и даже сам факт её свершения. Например, 
«talent calibration» в первую очередь ассоциируется с прохожде-
нием курсов о повышении квалификации, но точно не с уволь-
нением. И в этой связи подобная перифраза скорее работает 
не на человека, а против него, потому что вместо того, чтобы 
изложить устоявшийся факт, она просто искажает его — ста-
новится препятствием для понимания информационного по-
сыла.

Одним из ярких примеров данной языковой политики яв-
ляется форма вербального взаимодействия сотрудников колл-
центра компании «Apple» со своими потенциальными кли-
ентами. Предписанная корпоративная культура наглядно 
демонстрирует случаи употребления неживого языка, иска-
жающего подлинную суть информации. Из лексикона были 
исключены такие базовые слова, как «unfortunately» («к сожа-
лению»), «crash» («поломка»), «problem» («проблема»), «situa-
tion» («ситуация»). Сотрудники были вынуждены использовать 
перифразу или другие альтернативные выражения, порой не 
имевшие никакого отношения с поводом обращения клиента. 
Основная цель подобного подхода — избежать негативных ас-
социаций, связанных с имиджем компании.

В некоторых крупных корпорациях сотрудникам разреша-
ется самостоятельно придумывать себе статусы и рабочие на-
именования, поскольку это позволяет продвигать свой личный 
бренд, личный имидж и выделяться из толпы. Подобная форма 
личной валидации распространена преимущественно в интер-

нет-корпорациях, как, например, Yahoo!, где сотрудники сво-
бодно нарекают себя титулами «магов» и «гениев», что вполне 
поддерживается политикой самой компании.

Проблематика данной позиции заключается в  том, что 
данная форма самотворчества не отражает иерархию рабочей 
организации, границы должностных обязанностей. Какие-
либо иерархические границы стираются.

В своей статье Вулф Н., рекрутер по продажам и  марке-
тингу, рассуждает, что причудливые названия должностей в ре-
зюме могут работать как за, так и против людей во время найма. 
«Если оно [название] привлекает внимание и производит поло-
жительное впечатление, отлично. Если оно расскажет вашу ис-
торию, даже лучше. Но это не всегда может сработать в вашу 
пользу». Она советует кандидатам использовать более стан-
дартные термины и  релевантные ключевые слова, которые 
«ищут рекрутеры и работодатели» [5].

Таким образом, политическая корректность повлияла на 
самые разные сферы человеческой жизни и сумела благодаря 
эвфемизации перекроить многие лексические единицы, вхо-
дящие в  состав общественно-политического медиадискурса. 
Данная тенденция демонстрирует гибкость английского языка, 
и в то же время она приводит к колоссальному искажению зна-
чения слов. Лексемы прекращают выполнять свою главную 
функцию, а речь может утратить свой смысл, что непременно 
пойдёт в ущерб как говорящему, так и слушателям. В подобной 
перспективе, когда эвфемицация начинает действовать в ущерб 
обществу и используется в качестве эксессивного инструмента 
для сокрытия или искажения информации, данное явление ста-
новится потенциально опасным.
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Проблема времени как идейно-философская категория из-
учается в научных трудах множества ученых. Авторы ис-

пользуют время в  качестве исторического идентификатора, 
свидетельства конкретного события и даже в ходе изображения 
конкретных локаций. М. В. Бочкина в своей работе утверждает, 
что «на воплощение времени в тексте влияют различные фило-
софские, научные и религиозные концепции, картина мира ав-
тора и эпохи» [2, с. 15].

Обращая внимание на время как на мифологическую ка-
тегорию, Ю. Лотман пишет: «Концептуальное пространство 
и  время литературного произведения отображает то истори-
ческое пространство и  время, в  котором протекают изобра-
женные в книге события, а отнюдь не то время и пространство, 
в котором локализована данная книга как физический объект 
и в котором она стареет» [3, с. 77].

Значительный вклад в изучение художественного времени 
ещё в 1967 году внес Д. С. Лихачёв. Ученый обозначил увеличи-
вающееся значение категории времени, анализ которой позво-
ляет расширить и понимание современного мира, и искусство, 
отражающееся в его реалиях [4].

Таким образом, категория времени является актуальным 
предметом изучения в рамках исследования художественного 
произведения, становится определяющим при создании сю-
жета, композиции, линии повествования. Стоит внести ясность 
в определение времени в ходе исследования.

Произведения Э. М. Ремарка не только являются отраже-
нием исторического времени, в  которое жил и  творил пи-
сатель (годы войны, голод, потерянное поколение, люди без 
смыла жизни и будущего и др.), но и создают особенный худо-
жественный фон для раскрытия особенностей человеческой 
души. В них контраст между историческим и мифологическим 
временем определяет особенности художественного повество-
вания.

Историческое время, которое сформировано европейской 
культурой и несет идею прогресса как движения вперед, явля-
ется основой для этого контраста. Такое время обладает свой-
ствами линейности, необратимости, независимости от человека 
и способностью как создавать, так и разрушать человеческую 
жизнь. Трагизм исторического времени у  Э. М. Ремарка опре-
деляется данным фактором. В рамках исторического времени 
жизнь человека имеет начало, конец, и смерть воспринимается 
как индивидуальное и печальное событие [5].

В рамках настоящей работы рассматриваются философское 
и  художественное время. Данная категория включает в  себя 

поле для действия главных героев, а  также события, которые 
охватывает жизнь персонажей.

Художественное время отражает то, как соотносятся со-
бытия, а  также смысловые, ассоциативные, логические связи 
между ними. В  романе Э. М. Ремарка «Жизнь взаймы» (2015) 
категория времени обладает целым рядом особенностей:

1. Читатель знакомится с Европой послевоенного времени. 
Главная героиня — Лилиан Дюнкерк — проводит в санатории 
для туберкулезных больных четыре года после завершения 
войны, и все события разворачиваются в 1948 году. Таким об-
разом, с точки зрения художественной условности, время в ро-
мане конкретное и линейное.

2. Заглавия, обозначающие время и пространство, в книге 
отсутствуют, однако, графически оформлены (***) переходы от 
места действия и границ дня и ночи.

3. С точки зрения зависимости времени и пространства, по 
М. М. Бахтину, в произведении превалирует авантюрный хро-
нотоп — испытания главной героини в  чужом мире, которые 
она проходит для достижения своих целей, а также авантюрное 
и биографическое (на протяжении жизни героини) время.

4. С течением времени меняется жизненная философия 
Лилиан Дюнкерк. Она возвращается в санаторий, с которого не-
истово стремилась бежать, там же и завершается её жизнь. Ком-
позиция романа таким образом закольцовывается.

5. Время романа «Жизнь взаймы» является субъективным, 
поскольку читатель знакомится с сюжетом через призму вос-
приятия главной героини, её мыслей и стремлений, её много-
численных решений и выборов.

6. По отсылке к внетекстовой реальности, время является 
открытым, так как историческое время и авторское время по-
вествования совпадают.

Таким образом, художественное время романа «Жизнь 
взаймы» направлено на раскрытие философии жизни главных 
героев, их развитие и последствия принятых решений, а также 
изображение особенностей жизни потерянного поколения.

Время как философская категория раскрывается при по-
мощи концептов «смерть», «счастье», «жизнь». В  целом, про-
слеживается идея потери ценности жизни, и,  в  то же время, 
потеря страха смерти и уважения к ней как к одному из зна-
чимых переходов души человека. Эти трансформации проис-
ходят из-за сложных исторических событий, меняющих судьбы 
людей и вносящих коррективы в их ежедневную рутину: «Мой 
отец говорит, что люди потеряли уважение к смерти. И это про-
изошло из-за двух мировых войн». [6, c. 29]
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Проблема времени заявляется автором уже с  самого за-
главия произведения «Жизнь взаймы или у неба любимчиков 
нет». Жизнь — это время между рождением и смертью, отве-
денное человеку для самореализации, для совершения ошибок, 
для счастья и для творчества. Тяжелобольная главная героиня 
будто берет жизнь взаймы у смерти для того, чтобы испытать 
настоящее счастье, полноту бытия. И  в  этом, возможно, за-
ключается тот самый сакральный смысл жизни — уметь радо-
ваться мелочам, получать удовлетворение от земных, мирских 
проявлений. И противоречие здесь заключается именно в том, 
что людям, пережившим военное время, становится тяжело, 
а иногда невозможно обращать внимание на приятные мелочи 
обыденности.

Особенно остро данная проблема раскрывается в репликах 
персонажей и символике романа. К примеру, орхидея с гроба 
Агнес, попавшая в руки Лилиан, и её ярко-негативная реакция 
свидетельствуют о том, что от смерти не убежишь, «знак из по-
тустороннего мира», который так напугал девушку, уже с  са-
мого начала произведения становится символом того, что дни 
её сочтены, и жестокая болезнь рано или поздно возьмёт своё. 
Чуть позже Клерфе скажет: «И  вот, надев платье мертвеца, 
чтобы вернуться снова к жизни, я понял, что все, в чем мы счи-
таем себя выше животных — наше счастье, более личное и более 
многогранное, наши более глубокие знания и более жестокая 
душа, наша способность к состраданию и даже наше представ-
ление о  боге, — все это куплено одной ценой: мы познали то, 
что, по разумению людей, недоступно животным, познали не-
избежность смерти» [6, с. 41]. Отношение к жизни и смерти у ге-
роев прямо противоположное.

Для Лилиан тоннель, через который она уезжает из сана-
тория, становится символом перерождения, христианской 
идеей света на конце тоннеля, предрекающего новую жизнь. Ге-
роиня ценит каждую минуту, которая дарит ей обыденные, на 
первый взгляд вещи, такие, как шум дождя. Неизменным оста-
ётся одно — война изменила ход частной жизни и  повлияла 
на каждого человека: «уже никогда я не буду так слита с при-
родой, как теперь, когда я словно лежу в колыбели в объятиях 
неведомого бога, еще пугливая, как молодая птичка, но уже осо-
знавшая, что все будет длиться лишь миг и что я потеряю этот 
мир» [6, с. 70].

Таким образом, герои романа «Жизнь взаймы» являются 
представителями потерянного поколения. Несмотря на то, 
что данное произведение напрямую не отражает тяжелого во-
енного времени, его герои всё ещё помнят ужасы и безысход-
ность от потери близких и потери своего будущего. Категория 
времени в их понимании стирается, потому что они сталкива-
ются с событиями, которые противоречат естественному ходу 
жизни. А смерть становится для них единственно возможной 
и логической развязкой в череде безрадостных событий жизни. 
Не зря Клерфе говорит: «Умер один мой знакомый. … — Для 
него это, можно сказать, счастье. — Счастье?» [6, с. 23].

Автор противопоставляет отношение ко времени двух мо-
лодых людей. Клерфе, будучи автогонщиком, представителем 
рискованной и  опасной профессии, расточительно относится 
к своей жизни: «Впрочем, может, я тоже причитал бы и ползал, 
вымаливая у судьбы еще час, еще денек или еще минуту… Так 

поступали на моих глазах люди, от которых я  этого меньше 
всего ожидал. Никто не знает ничего наперед» [6, с. 36]. Когда 
человек может самостоятельно управлять своей жизнью, его 
отношение к её завершению глумливо-самоуверенное.

А Лилиан, поражённая смертельно опасной болезнью, ста-
рается дышать полной грудью ровно настолько, насколько ей 
позволит жизнь: «Мне знакомы лишь оккупация, поиски убе-
жища и холод. Счастье? Как сузилось это беспредельное слово, 
сиявшее некогда в моих мечтах. Счастьем стали казаться нетоп-
ленная комната, кусок хлеба, убежище, любое место, которое не 
обстреливалось» [6, с. 18]. Они оба — дети военного времени, 
которое уничтожило будущее многих. В начале романа главная 
героиня чувствует, что Клерфе и  она являются похожими, 
и у них может быть общее будущее: «Лилиан вдруг поняла, чем 
они похожи друг на друга. Они оба были люди без будущего. Бу-
дущее Клерфэ простиралось до следующих гонок, а ее — до сле-
дующего кровотечения» [6, с. 73].

Однако подобное представление разбивается о  жестокую 
жизненную философию Клерфе, который не готов уделять 
большое количество времени чему-то определённому, который 
подвержен риску и хождению по острию ножа во всех сферах 
своей деятельности: «Ее ничто не пугает, — думал Клерфэ. … 
Она знает, что должна умереть, и свыклась с этой мыслью, как 
люди свыкаются с  морфием, эта мысль преображает для нее 
весь мир, она не знает страха, её не пугают ни пошлость, ни ко-
щунство». [6, с. 118]

Лилиан застаёт ещё одна несправедливость времени, когда 
жизнь Клерфе обрывается раньше её: «Время было клейким, 
как липкая бумага, на которой медленной мучительной смертью 
умирали мухи» [6, с. 246]. Девушка возвращается в санаторий, 
и  на закате своей жизни понимает: «По-моему, понятие вре-
мени весьма растяжимо, Борис. Это я узнала здесь, внизу. Че-
ловек, которому предстоит долгая жизнь, не обращает на время 
никакого; он думает, что впереди у него целая вечность. А когда 
он потом подводит итоги и подсчитывает, сколько он действи-
тельно жил, то оказывается, что всего-то у него было несколько 
дней или в лучшем случае несколько недель» [6, с. 268].

Данный роман является свидетельством того, что гло-
бальные политические события остро влияют на частную 
судьбу каждого человека и на отношение ко времени, которое 
люди перестают ценить и воспринимают как само собой разу-
меющееся, считая, что они разгадали его значение: «От судьбы 
никому не уйти, — сказал он нетерпеливо. — И никто не знает, 
когда она тебя настигнет. Какой смысл вести торг с временем? 
И  что такое, в  сущности, длинная жизнь? Длинное прошлое. 
Наше будущее каждый раз длится только до следующего вздоха. 
Никто не знает, что будет потом. Каждый из нас живет ми-
нутой. Все, что ждет нас после этой минуты, — только надежды 
и иллюзии» [6, с. 24].

Так, проблема времени является ключевой в романе «Жизнь 
взаймы». Поступки героев, их реплики, образ жизни отражают 
закономерности послевоенного времени. Однако, автор го-
ворит о том, что люди плохо усваивают уроки истории, ставя 
на первое место не саму ценность жизни, а  её материальные 
проявления: «У  меня такое чувство, будто я  оказалась среди 
людей, которые собираются жить вечно. Во всяком случае, они 
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так себя ведут. Их настолько занимают деньги, что они забыли 
о жизни… А ведь во время войны все люди дали себе клятву, 
если останутся в живых, не повторять этой ошибки. Но человек 
быстро все забывает» [6, с. 81].

Финал романа трагичен, в  нем отражены традиции стиля 
Ремарка. Идея конечности жизни и ограниченного количества 

времени у каждого человека затрагивает не все мировое сооб-
щество, а лишь тех, кого персонально касается беда и сложная 
жизненная ситуация. Пока человечество не научится ценить 
мгновения и не поставит в центр моральные и духовные прин-
ципы вместо материальных, его будет ждать разрушение и бес-
конечные драматичные уроки.
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Термин «языкознание» активно используется в ряде европейских стран: английском, французском, немецком, испанском, русском 
и других языках, и означает науку о языке. Корень этого слова — лингва, что означает язык. Следовательно, узбекской альтерна-
тивой и синонимом термина «лингвистика» является языкознание, и они вступают во взаимосинонимические отношения.

Ключевые слова: лингвистика, терминология, социолингвистика, статическая лингвистика, компьютерная лингвистика.

Лингвистика или языкознание изучает и  анализирует сред-
ство общения, представляющее собой уникальное сложное 

социальное явление — язык как систему — как целостный объект. 
В одном и том же процессе оно наблюдается в различных формах. 
Это исходит из природы языка, имеющего социальный характер, 
из необходимости изучать и рассматривать его с разных сторон, 
и это совершенно правильно с научной точки зрения.

Языкознание проявляется в следующих формах в процессе 
изучения языка, который является чрезвычайно мощным сим-
волом духовности, богатства нации:

1. Динамическая лингвистика.
2. Статическая лингвистика.
3. Синхронная лингвистика.
4. Диахроническая лингвистика.
5. Интралингвистика.
6. Экстралингвистика.
7. Паралингвистика.
8. Психолингвистика.
9. Социолингвистика.
10. Математическая лингвистика.
11. Компьютерная лингвистика.
12. Когнитивная лингвистика.
13. Прагмалингвистика.
14. Языковая культура.

1. Динамическая лингвистика. Динамическая лингви-
стика преимущественно изучает язык в его реальном существо-
вании, в активном выполнении различных задач в коммуника-
тивном процессе, в «развитии», в изменении.

2. Статическая лингвистика. Статическая лингвистика 
выделяет и  описывает определенный период (участок) язы-
ковой деятельности, который полностью синхронизирован. 
В  отличие от динамической лингвистики, эта область языко-
знания исследует состояние определенной «жесткой» части 
языка, относящейся к  настоящему — современному периоду, 
которая полностью отстранена от процесса развития и  изме-
нения языка, не приближаясь к нему.

3. Синхронная лингвистика. Синхронная лингвистика не-
разрывно связана со статической и структурной лингвистикой 
и служит для описания «застойного» состояния языка в опреде-
ленный период.

4. Диахроническая лингвистика. Диахроническое языко-
знание неразрывно связано с динамическим и атомистическим 
языкознанием и изучает развитие языка, законы и результаты 
развития языковых единиц.

5. Интралингвистика (внутренняя лингвистика). Вну-
тренняя лингвистика изучает системную связь и  взаимоот-
ношения языковых единиц, независимые от экстралингви-
стических факторов. Фонология, лексикология и  грамматика 



“Young Scientist”  .  # 11 (510)  .  March 2024 63Philology, Linguistics

являются исследовательским источником внутренней лингви-
стики.

6. Экстралингвистика (внешняя лингвистика). Внешняя 
лингвистика изучает развитие и функцию языка в связи с обще-
ственно-политическими, социально-историческими, этниче-
скими, географическими факторами. Соответственно, данная 
лингвистика рассматривает язык как социальное явление.

7. Паралингвистика. Паралингвистика имеет непосред-
ственное отношение к речевой деятельности и включает в себя 
движения рук и лица (жест, мимику), высоту речи, экспрессив-
ность — это область, изучающая ряд аспектов, таких как эмо-
циональная окраска.

8. Психолингвистика. Психолингвистика как обобщение 
(синтез) наук психологии и языкознания изучает речевой про-
цесс с точки зрения содержания, коммуникативной значимости, 
направленности речевого акта определенной социально-прак-
тической цели, его соответствия. Особое внимание он уделяет 
единству формы и содержания в речи — выражению мысли.

Психолингвистика занимается образованием и  рецепцией 
речевых единиц на основе языковых возможностей, психиче-
скими состояниями в  речевом процессе (мыслообменом-вы-
ражением и  пониманием), включая ситуацию, сходство (ана-
логию), дифференциацию, аффективность, словесность, особое 
внимание уделяет вопросам слушателя и  психического со-
стояния слушателя.

9. Социолингвистика. Социолингвистика формируется 
из необходимой и  логической связи наук социологии и  лин-

гвистики и занимается вопросом взаимоотношений общества 
и языка (языка и общества). Он интерпретирует язык как соци-
альное явление. В связи с этим важнейшей, главной проблемой 
социолингвистики является исследование языка — природы 
языка как социального явления, определение его места и зна-
чения в обществе и языкознании.

Итак, языкознание как общность, как уже говорилось, ис-
следует языковую систему во всей ее сущности, сложности 
и  неограниченных коммуникативных возможностях через ее 
различные особенности и области. В этом же процессе он взаи-
модействует и работает в сотрудничестве с рядом дисциплин, 
а  также активно участвует в  освещении чрезвычайно акту-
альных и чрезвычайно сложных проблем, таких как язык и об-
щество, язык и  история, язык и  развитие, язык и  мышление, 
язык и речь.

Лингвистика служит подтверждению и  доказательству 
того, что язык является одним из важнейших, основных и не-
сравненных критериев развития и  процветания общества. 
Также оно помогает учащемуся развивать творческое мыш-
ление, передавая учащемуся возможности родного языка — 
способы выражения одной и той же идеи, вещи и явления сот-
нями способов, своеобразие мышления и конструкции родного 
языка, который принципиально отличается от других языков. 
Он служит прочной основой для формирования националь-
ного сознания, национального мировоззрения, национальной 
гордости и  идеологии путем привития отражения мира 
«по-своему».
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Характеристика фразеологизмов с именами собственными в испанском языке
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Лингвистический анализ активно применяется при изучении языкового отражения уровня общественной жизни. В частности, 
фразеологизмы в языке тесно связаны с духовной культурой, обычаями, профессией, местом проживания, стремлениями, отно-
шением к действительности народа, считающегося хозяином языка. В данной статье анализируются лингвокультурные особен-
ности выражений.

Ключевые слова: лингвокультурология, народный менталитет, культурный феномен, культурный фактор, культурная цен-
ность, сравнительная лингвокультурология.

Characteristics of phraseological units with proper names in the Spanish language

Linguistic analysis is actively used in the study of linguistic reflection of the level of social life. In particular, phraseological units in a language 
are closely related to the spiritual culture, customs, profession, place of residence, aspirations, and attitude to reality of the people considered the 
master of the language. This article analyzes the linguistic and cultural features of expressions.
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Каждая нация отражает определенные национальные тра-
диции. То есть у  каждого народа есть свои национальные 

традиции и  обычаи. В  этом смысле каждый человек связан 
с определенной культурой, языком, историей, литературой, от-
ражающими эту национальность. Известно, что язык является 
социальным явлением и  неразрывно связан с  культурой. Се-
годня экономико-политические, культурные и  научные связи 
между людьми, народами, странами, международные культурно-
коммуникативные процессы в  области языкознания, такие как 
взаимодействие языков и  языковой культуры и  национальная 
самобытность языка вызывает появление новой области с  от-
дельным направлением и  предметом — лингвокультурологии. 
В результате к концу XX века бурное развитие получила новая 
отрасль языкознания — лингвокультурология, направленная 
на изучение проблемы языка и культуры [1, c 12]. Лингвокуль-
турология — отдельное научное направление, изучающее взаи-
мосвязь «языка и культуры», явлений, отражающих его станов-
ление и развитие — языка и культуры вместе. Это общая наука, 
возникшая между науками культурологии и  лингвистикой 
и изучающая такие явления, как взаимодействие и связь языка 
и культуры, формирование этой связи и ее отражение вне языка 
и языка как целостной системы. С одной стороны, лингвокульту-
рология изучает место человечества в культурно-языковом фак-
торе, а  с  другой стороны, место человека в  языковом факторе. 
Можно сказать, что лингвокультурология в некоторой степени 
близка к  наукам культурологии и  лингвистике по объекту ис-
следования, но отличается по содержанию и подходу к объекту 
исследования. Ее предельный статус состоит в том, что она из-
учает национально-культурные специфические правила органи-
зации речевого общения в связи с проявлением и выражением 
национальной культуры в языке, языкового менталитета, нацио-
нальности, языкового духа, а также самой культуры нации, отра-
женной в языке, занимается выявлением и исследованием специ-
фических особенностей национального языка [2, c. 158].

К лингвокультуремам относятся слова, фразеологизмы, 
словосочетания, предложения, паремии, сложные синтакси-

ческие единицы, тексты и т. д., которые отражают часть куль-
туры. У  лингвокультуремы есть план содержания и  выра-
жения, план выражения состоит из вышеупомянутых единиц, 
а план содержания состоит из семантики этих единиц. Итак, 
лингвокультурема отличается от концепта тем, что имеет свое 
содержание и  план выражения, основной задачей лингво-
культурологии является выражение национальной культуры 
в языковой форме. По его мнению, понятие «лингвокультура» 
полезно для сравнительного языкознания, «язык — это куль-
турный факт, компонент культуры, которую мы наследуем, 
и в то же время оружие. Народная культура вербализуется по-
средством языка, она активизирует основные понятия язы-
ковой культуры и выражает их в форме символов, т. е. посред-
ством слов» [3, c. 58].

Как и  во всех языках, в  узбекском и  испанском нацио-
нальная культура находит свое отражение в  языковых соче-
таниях и фразеологии. Примерами подобных выражений, ис-
пользуемых в этих языках, являются:

dar palabras, hablar — дать слово, говорить
Tener el corazón para hacer algo (Tener el coraje de hacer algo) — 

имейте сердце, чтобы что-то сделать (имейте смелость, чтобы 
что-то сделать)

Rojo como un pimiento — это одно из самых распростра-
ненных испанских выражений о  еде. В  буквальном переводе 
означает стать красным, как перец. Идиоматически это озна-
чает, что лицо человека действительно красное. Его еще можно 
назвать румянцем или солнечным ударом.

Язык — сокровище, сокровищница, комплекс культуры. Он 
сохраняет культурные ценности в лексике, грамматике, выраже-
ниях, пословицах и поговорках, фольклорной и научной лите-
ратуре, устной и письменной речи. Язык — носитель культуры, 
передающий сокровища национальной культуры от предков 
поколениям. Молодое поколение изучает богатый культурный 
опыт своих предков наряду с родным языком. Язык — инстру-
мент культуры, он формирует личность человека и владельца 
языка через народную культуру.
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